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Abstract

Libguadmath is a library from the GNU GCC Project. It implements mathemati-
cal functions in C for 128 bits floating point values with a quad precision according
to IEEE 754-2008 standard. The computing of these functions is based on functio-
nal approximations and numerical methods such as: Taylor series, Newton-Raphson
method and, mainly, in Chebyshev polynomials expansion and minimax approxi-
mation. This paper analyses the implemented methods used for an efficient and fast
computing of quad precision for square root, cube root, trigonometric, exponential
and hyperbolic functions.

Resumen

Libquadmath es una biblioteca del proyecto GNU GCC. Implementa funciones
matematicas en C, para valores de punto flotante de 128 bits con una precisién
cuadruple, siguiendo el estandar IEEE 754-2008. El calculo de estas funciones se
basa en aproximaciones funcionales y métodos numeéricos tales como: series de Tay-
lor, método de Newton-Raphson y, principalmente, aproximaciones por polinomios
de Chebyshev y aproximaciones minimax. En este trabajo se analizan los métodos
matematicos implementados, para conseguir una precisién cuadruple de una forma
computacionalmente 6ptima como en el caso de las raices cuadrada y ctibica, las
funciones trigonométricas, exponencial e hiperbdlicas.
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1. Introduccién

La precisién cuadruple surge de la necesidad de obtener calculos matematicos
con gran precision.

Asi por ejemplo, en el campo de los sistemas dindmicos, splitting de varieda-
des invariantes. En ciertas circunstancias, cuando se estudia la dinamica de
campos vectoriales o difeomorfismos que dependen de un parametro pequeno &,
las variedades invariantes de puntos fijos se pueden cortar formando un angulo
del orden de e# con p > 0 y hace falta realizar los cédlculos usando cifras sufi-
cientes. Ya que por ejemplo, sie = 0,1y p = 0,2 el 4ngulo es aproximadamente =109,

Otro campo donde la precision cuddruple es necesaria, es el de la mecénica
celeste en la estabilidad del sistema solar. Cuando se estudia el movimiento de
los objetos del sistema solar, para determinar si quedaran o no confinados en
regiones cercanas a la posicion actual relativa, se hace la integraciéon numérica
durante periodos de tiempo de miles o millones de anos. Puesto que la cantidad de
operaciones involucradas es muy elevada, y cada operaciéon conlleva un error, hace
falta trabajar con muchas cifras para tener unas cuantas cifras significativas en el
resultado.

Muchos microprocesadores realizan por hardware las operaciones aritméticas
elementales (suma, resta, multiplicacién y divisién) y funciones matemadticas en
precisiones simple y doble, pero dadas las necesidades es necesario agregar las
operaciones y funciones en precisiéon cuadruple por software. La biblioteca libquad-
math implementa estas funciones maés elaboradas, con una precision cuadruple
en el calculo para valores de punto flotante. La representacién en punto flotante
(1.dy -+ - dp_q % b°) es una forma de notacién que nos permite trabajar con valores
de diferente orden de magnitud: por ejemplo, la distancia entre galaxias (magnitud
muy grande) o el didmetro de un nucleo atémico (magnitud muy pequena) y
representar estos valores con el mismo niimero de bits.

El principal objetivo de este trabajo es analizar los diversos métodos implemen-
tados para conseguir una precision cuadruple en el calculo de diferentes funciones
matematicas. El trabajo se divide en 3 partes claramente diferenciables: una pri-
mera parte en la cual se explican los formatos de punto flotante del estandar IEFE
754-2008. Una segunda parte donde se estudia la matematica necesaria para la im-
plementacion de las funciones. Por ultimo, se explica el desarrollo e implementacion
de las funciones: raiz cuadrada, raiz ciibica, trigonométricas, exponencial e hiperbéli-
cas. En algunas de estas funciones se aplica el método de Newton-Raphson hasta
obtener la precision deseada y en otras funciones la precision cuadruple se obtiene
haciendo una reduccién del argumento a un intervalo cercano a cero y aproximando
la funcion por polinomios o cociente de éstos.



2. Estandar IEEE 754-2008

2.1. Introduccion

Dada la necesidad de abordar los problemas en las diversas implementaciones
de punto flotante, surgio el estandar IEEFE 754 el cual especifica la aritmética de
punto flotante en base 2 y base 10. Este estandar fue establecido en 1985, por el
Institute of Electrical and FElectronics Engineers (IEEE), y actualizado en el 2008
(IEEE 754-2008)[1].

De esta forma se logré estandarizar la representacién de los numeros de
punto flotante. IEEE 754-2008 establece las reglas de redondeo, las operaciones
aritméticas y las excepciones, tales como la divisién entre cero, el desbordamien-
to/subdesbordamiento entre otras. A dia de hoy, este estdndar estd implementado
en hardware en la mayoria de microprocesadores.

2.2. Formatos

Cada formato del IEEFE es usado para representar un subconjunto finito de R y
cada uno esta caracterizado por la base, la precision y el rango del exponente.

Dada una base b, el nimero de punto flotante se describe por 3 parametros:
el signo, el exponente sin sesgo y la mantisa.

(—1)%9m0 . perponente mantisa

Los formatos especificados en el IEEE son:

e Single con una longitud de 32 bits.
e Double con una longitud de 64 bits.
e (Quadruple con una longitud de 128 bits.

Y una aritmética especial para el formato extendido con una longitud de 80 bits,
que corresponde al formato extendido de la FPU de INTEL.

Codificacién y niimeros representables
Una codificacion asigna una representacién de un dato de punto flotante a una

cadena de bits. El conjunto finito de niimeros de punto flotante representable dentro
de un formato determinado esté definido por los siguientes parametros enteros:

e b= la base, puede ser 2 o 10.



e p= Numero de digitos significativos, es decir, la precision.
® ¢,..= Exponente maximo.

e ¢,;,= Exponente minimo (€, = 1 — €paz)-

Parametro Single | Double | Quadruple
N° de bits de almacenamiento: k 32 64 128
Precisién: p =k — 4 - loga(k) + 13 24 53 113
Cmaz = 28 P — 1 127 1023 16383
Cmin = 1 — €maz -126 -1022 -16382

Tabla 1: Pardmetros formatos binario

Formato k| p | ema Emin
Long-Double | 80 | 65 | 16383 | -16382

Tabla 2: Pardmetros Double-extendido

Dentro de cada formato, se representaran los siguientes datos de punto flotante:

o +0

e Numeros de punto flotante diferentes de cero, de la forma (—1)° - b° - m.
Donde

= ses06 1.
s ¢ e Ztal que enin < e < €nar

= m es un numero representado por una cadena de digitos de la forma
1.dy...dp—1 donde d; es un entero tal que 0 < d; < b

e Dos infinitos (+o0)

e Dos tipos de NaN (Not a Number): Un NaN silencioso (qNaN) y un NaN de
senalizacion (sNaN), este tltimo sirve para senalar una condicién de operacién
no valida.

El nimero de punto flotante normal més pequeno es b°mi» y el mas grande es
bemin . (b — b'~P). Los nimeros de punto flotante distintos de cero con una magnitud
menor que b*min se llaman desnormalizados porque su valor absoluto se encuentra
entre cero y el normal mas pequeno.



2.3. Formato de codificacion en binario

Cada nuimero de punto flotante tiene una tnica codificaciéon en formato binario.
Para hacer la representacién (—1)° - b - m tnica, el valor de la mantisa m se
maximiza dividiendo e entre 2, hasta que e = e,,;, o m > 1. Este proceso se llama
normalizacion. Si después del proceso e = €,,;, v 0 < m < 1, el nimero de punto
flotante es desnormalizado. Los nimeros desnormalizados (y cero) se codifican con
un valor de exponente sesgado reservado para ellos.

El proceso de normalizacion conduce a que un numero normal distinto de

cero se exprese de la forma 2¢ (1 + f) con 0 < f < 1.

las representaciones de punto flotante en binario son codificadas en K bits de la

siguiente forma:

e 1 bit del signo

e w bits del exponente sesgado. E = e + sesgo

e t bits significativos de la mantisa. Donde t = p — 1

Parametro Single | Double | Long-Double | Quadruple
S€S90 = €max 127 1023 16383 16383
Bit signo 1 1 1 1
Bits exponente sesgado w 8 11 15 15
Bits mantisa ¢ 23 52 64 112

Tabla 3: Codificacién de los parametros

El rango de codificacion del exponente sesgado incluye:

e cualquier n € N tal que 1 <n < 2% — 2, para codificar niimeros enteros.

e el valor reservado 0 para codificar 0 y ntimeros desnormalizados.

e el valor reservado 2% — 1 para codificar 00 y NaN.

La siguiente tabla muestra la amplitud y precision de cada formato binario de

punto flotante:

Formato | Min. Denormal | Min normal | Max finito | Decimales sig.
Single 1,4-107% 1,2-107%8 3,4 -10% 7
Double 4,9 1073 2,2.1073% 1,8-10%% 15
Long-Double 1,8- 107491 3,4 1071932 1,2 - 101932 19
Quadruple 6,5 - 1074966 3,4 1074932 1,2 - 104932 32

Tabla 4: Precisién y amplitud [2]




Donde:

92-2"
e Numero denormal minimo positivo: ST
e Numero normal minimo positivo: 2¢min
, ;. P . ]- Q(wfl)
e Numero maximo positivo: 1— > 2
e Decimales significativos [l0g10(2) - p|

Donde |z | denota la funcién suelo. |z| := min{k € Z|k < z}

3. Meétodos numéricos

3.1. Propagacion de errores

La propagacién de errores es el efecto del error de las variables en el error de
una funcién, normalmente este error se define como el error absoluto. En las opera-
ciones en punto flotante, aunque los valores sean exactos, el resultado puede no ser
exacto por efecto del redondeo. Recordemos que los errores en las magnitudes se
transmiten a los resultados cuando hacemos una operacion aritmética. Las formulas
de propagacion de los errores las vemos a continuacion.

Propagacion de errores en sumas y diferencias

Seax =72 +ex,y=19y+tey. Siz=x=+y, entonces

z=Txy+ecr+tey=|czrcr+ey

El error absoluto de la suma y la diferencia de dos o mas valores es la suma de los
errores absolutos de dichos valores.

Propagacion de errores en productos

Seax:fisx:f(11%),y:giay:y(li%>.Siz:x~y, entonces
Z )

z:x<1i§)-y(1iﬁ)zzy-(li<ﬁ+ﬁ)> (5$'€y<<1>
|Z| 7] 1z| |yl |Z] 9]

€z er €y

2|

7]

7]

El error relativo de z es la suma de errores relativos.



Propagacion de errores en cocientes

Seax:xiem:x(li%),y:yjzgy:y(lj:%).Siz:z,entonces
Z ) Y
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El error relativo de z es la suma de errores relativos.

Propagacion de errores en una funcién

Sea f(x) una funcién cualquiera. Sea x = T £ ex. Si « se utiliza para calcular
z = f(x), la propagacién del error estd determinado por

dF (%
ez=f(xtex)— f(T)=>ezr ‘ f(;r) ex
T
Formula general de la propagacion del error
Sea z = f(xy, 9, - ,x,). El error absoluto de la estimacion de z es producido

por los errores en las variable x;. Este viene determinado por

ET; 3]

"0

3.2. Meétodo de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson es un algoritmo para resolver la ecuaciéon
f(z)=0.

Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C* en [a,b] (f € C'a,b]). La idea
basica del método de Newton-Raphson es aproximar la funcién f por su tangente
[ en una aproximacién de la raiz « y resolver la ecuacién () = 0. Tomamos esta
solucién como una nueva aproximacion de la raiz de f(z) y repetimos el proceso
hasta obtener la raiz con la precision buscada.

Sea x(y una aproximacion inicial de la solucién, consideramos la recta tangente
a f(z) en (zo, f(x)) y tomamos x; como la interseccién entre la recta tangente y
el eje de las abscisas.



La ecuacién de la recta tangente es

y = f(xo) + f'(wo)(x — x0) (3.1)

y la interseccién con el eje de las abscisas se obtiene haciendo y = 0

f (o)
f'(x0)

TN =T =29 —

Procediendo de forma iterativa, obtenemos

il = Ty — =0,1,2... 3.2
= iy " (32)

Siempre y cuando f’ no se anule en z,,.

Funcién

Tangente

Figura 1: Ejemplo método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson converge a la raiz a en condiciones adecuadas.
Las condiciones de parada del método pueden ser

f@)<e  Jtam—wl<e o T Tloo oy

Definicién 3.1. Sea {z}22, una sucesion que converge a «, y sea €, = x, — . Si
existe un numero p y una constante C' # 0 tal que

1/ ’5n+1| o

n—oo ‘gn‘p

Entonces p se llama el orden de convergencia de la sucesion y C es la constante
de error asintotica.



3.3. Convergencia del método de Newton-Raphson
Supongamos que « rafz simple de f(z) = 0y que f € C?[a,b]. Entonces tenemos
que f'(a) #0, f"(a) # 0 y por tanto f'(x) # 0 en un entorno cercano a la raiz a.

Sea ¢, el error de la estimacion z,,, es decir, €, = x, — a.

Expandimos f en una serie de Taylor alrededor de x,,, tenemos

0= f(a) = flwn) + f'(za) (e = 20) + S f"(E) (@ = 2,)°
Donde ¢ esté entre z,, y a. Como f’(x,) # 0 podemos dividir por f'(x,) # 0

fa) )
f/(xn) T " 2f’($n>

(0 —x,)

por la ecuacion(3.2), tenemos

O — Ty ch,((ii) (o — )2
Por tanto
a1 F(6)
e2 2 f/(x)

Y como z,, — «

En+1 N lf”(a>
e 2 f'(a)

Por tanto tenemos que el método de Newton-Raphson tiene convergencia
cuadrética [5].

4. Aproximacién funcional

Queremos evaluar una cierta funciéon muchas veces. Se sabe a priori que los
argumentos de esta funcién estaran en algin intervalo, pero no se conoce a priori
estos argumentos. Por este motivo se debe aproximar la funciéon sobre el intervalo
total.

Sobre la aproximacién de la funcién queremos estar capacitados para acotar
el error en el resultado. Dado que a priori no conocemos los valores involucrados,



debemos considerar el peor caso posible. Por tanto, lo mas importante de la
magnitud a controlar es el error maximo en valor absoluto sobre el intervalo. Por
consiguiente, nuestro objetivo es hacer el error méximo tan pequeno como sea
posible. A una aproximacién de tal tipo la llamaremos minimazx

Teorema 4.1. (Weterstrass). Si f(x) es una funcion continua sobre un intervalo
la,b], entonces dado cualquier € > 0,3n € N, que depende de € (n (g)), y eziste un
polinomio P, () de grado n tal que

If(z) =P, (z)| <e Vo € [a, b

Definicién 4.2. ¢,(x) = |f () — P, (x)| se denomina error absoluto de la aproxi-
macién P, (x). Mientras que

Se denomina error relativo.

4.1. Serie de Taylor

Teorema 4.3. [6] Sea f una funcion de clase C™ en [a,b]. Supongamos que fr+V
existe en [a,b]. Sea xq € [a,b]. Entonces, para cada x € [a,b], existe un punto &(x)
entre xo y x tal que

f(x) = Pu(x) + Ru(7)

Donde

f”(x())
2!

Po(x) = f(xo) + f'(w0)(x — o) + (z =)+ +——(x —z)"

[ ()
Bn@) = =020

P,(x) se llama el n-ésimo polinomio de Taylor de f al rededor de zy. R,(x) se
llama el error de truncamiento asociado al polinomio P,(x).

» Cuando n — oo, P,(z) se denomina serie de Taylor al rededor de xy. Si
xog = 0, se suele llamar serie de Maclaurin.

s FEl error de truncamiento se refiere al error que se comete al usar una suma
finita al aproximar la funcion.



4.2. Error minimax

La idea es minimizar la distancia entre f(x) y P,(z) en norma L., es decir,

min || f = Py [lo= Igiﬂ(géfg] () = Pu()]

Definicién 4.4. La aproximacion polinomial minimaz de grado n de una funcion
continua f(x) sobre un intervalo |a,b], se define como el polinomio P tal que

" = méx |f(x) = B (2)] < max |f(z) — P, ()]

a<z<b a<z<b

Donde P,(z) es cualquier polinomio de grado n

4.2.1. Aproximaciones de Padé

Queremos generar aproximaciones de la forma

_ P ()
Qr()

Para una m y una k dadas escogemos P,,(x) y Qk(x) de tal manera que f(z)
y Pn(2)/Qr(z) sean iguales en x = 0 y tengan tantas derivadas iguales en z = 0
como sea posible. Llamamos N = m + k al indice de R,, .

En caso de k£ = 0, la aproximaciéon R, es el desarrollo de Maclaurin para
f(z). Suponemos que P,(x) y Qr(r) no tienen factores comunes, entonces
consideramos

P,(z) = zm: a;x’
i=0

k
Qr(x) = Z b’
=0

Podemos considerar by = 1, ya que el término constante no puede ser 0 si la apro-
ximacién existe en x = 0.
Consideramos ahora que f(x) tiene una serie de Maclaurin

[e.9]

@) = Y aa

i=0
Entonces consideramos

(4.2)

10



Dado que tenemos N + 1 constantes, ag, ..., am ¥ b1, ..., by, haciendo f(x) — Ry, ()
y sus primeras /N derivadas iguales a cero en x = 0 obtenemos

(Z cixi> (Z bixi> — Zaixi = Z d;zt (4.3)

La anulacion de los coeficientes de las primeras N + 1 potencias de x en el primer
miembro de (4.3) es equivalente a

k
> enoeibi=0  s=0,1,..,N-m—1
=0
(Ci:O st ’i<0,b0:1)

'
a, = E Cr_ib; r=0,1,...m
i=0

Cuando este sistema tiene solucion, ésta nos proporciona la aproximacion deseada
de la forma (4.1).

Los coeficientes d; y b; decrecen muy rapidamente en magnitud. Por consiguiente,
una buena estimacién del error de la aproximaciéon R, puede estar dada por

dy12N*tt Donde
k

dN+1 = E CN+1—ibz'

i=0
4.2.2. Polinomios de Chebyshev

Las aproximaciones de Padé no son las mejores desde el punto de vista minimaz,
sin embargo nos sirven como punto inicial para determinar mejores aproximaciones.
El problema de las aproximaciones basadas en series de Maclaurin, es que el error
sobre un intervalo centrado en cero no es uniforme, puesto que el error es pequeno
alrededor del 0, pero crece rapidamente cuando nos alejamos hacia los extremos.
Por tanto, usaremos polinomios cuyo comportamiento en un intervalo centrado en
cero sea mas uniforme: los polinomios de Chebyshev.

Definicién 4.5. el polinomio de Chebyshev de primera especie de grado n, estd
definido por:

T, (x) : = cos(narccos x)
T, (cos @) = cos(nh)

El coeficiente de x" es 2771,

11



Estos polinomios son ortogonales respecto al peso en el intervalo [—1, 1].

1
V1— 22

/1 Tn(x)Tm(x)d 0 S}n#m 0
——~—Cdr=< 7w sin=m=
-1 Vi—a? 5 sin=m#0

Ademss, los polinomios de Chebyshev satisfacen la siguiente relacién de recurrencia

Thir(z) = 22T, (x) — T,—1(x) con To(x) =1, Ti(zx)==x

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el intervalo sobre el que queremos
aproximar la funcion es [—1, 1]. Ya que en caso de tener otro intervalo [a, b] podemos
reducirlo a [—1, 1] mediante un cambio de variable. Si denominamos Z a la variable
en [—1, 1], la transformacion es:

B 1+2x—a 2 a-+b
Tr = — = T —
b—a b—a b—a

Proposicién 4.6. El polinomio T,(x) tiene n raices en el intervalo [—1,1]. Las
raices son:

% +1
mk:w k=0,1,..n—1

Ademas, T,, tiene n+1 extremos con valor absoluto igual a 1 y con cambio alternado
de signo, que se alcanzan en:

esto es '
Ta(&) = (=1)
Teorema 4.7. (Chebyshev). De todos los polinomios mdnicos de grado n, el poli-

nomio de Chebyshev FTn(x) oscila con amplitud minimo-mdzxima en el intervalo
[—1,1].

4.2.3. Desarrollo de Chebyshev

El desarrollo de f(x) en una serie de polinomios de Chebyshev esta dado por
1 o
f(z) = 560 + ;::1 cn T () (4.4)

12



Usando la propiedad de ortogonalidad de los polinomios de Chebyshev, tenemos
que

2 (! T,
Cpn = —/ —f(x) n(2) dz
)1 V11— 22
Usaremos el desarrollo (4.4) para generar aproximaciones racionales.

Queremos determinar aproximaciones de la forma

Tselz) = 22— n=0,1,2,..

Donde las a; y las b; son determinadas de tal manera que en

00 k m
1
S0+ ZO ¢ Ti() ZO biTi(z)| — ZO a; T ()
f(@) = T p(x) = - P —
> b
i=0
los coeficientes de T;(x), i = 0, ..., N, en el numerador se anulen. Por tanto
1 [e9) k m 00
560 + ; ¢ Ti(x) ; bTi(x)| — 2 a;T;(z) = i_;_i_l hT;(x) (4.5)

Usando la identidad
Tiyj(w) + Tji—jy(x) = 2T;(2)T;(z)

Tenemos que

o0 ook
1 1
50+ > aTi(z) + 3 DD bie [Tiy(@) + Ty (w)]
i=0 Jj=1 =0
D ITIEES PRI
1=0 i=N+1

Y obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones



1 k
52 bl'Cl' sir=20
1=0

a =< 1 .
52 bl (C|r—i| + CT.Jri) S117 = 1, ey N
0 sir>m

\

El primer coeficiente diferente de cero en (4.5) esté dado por

k
hni1 = E bi (cN+1—i + CNy14i)
i=0

DN | —

Este coeficiente multiplicado por T y1(z) es frecuentemente una buena aproxima-
cién del error en T,, ().

Férmula aproximacion de Chebyshev

Sea f(z) una funcién de clase C"*', P,(z) el polinomio de grado n que co-
rresponde al desarrollo de la serie de Chebyshev de f(z) para x € [0,6]. Sea
£, = MéXo<z<s | f(z) — P,(z)|, entonces se tiene

5n+1
Eqa <

ey AR AR Ol I

5. Aplicaciones del método de Newton-Raphson

Algunas funciones se calculan obteniendo una aproximacion inicial con pocos bits
significativos y después, aplicando el método de Newton-Raphson vamos teniendo
mas cifras significativas hasta obtener una precision de 113 bits significativos.

5.1. Raiz cuadrada
Las raices cuadradas de x son las raices de la ecuacion
v —x=0 (5.1)

Si z > 0, la ecuacién (5.1) tiene 2 raices reales de igual magnitud y signo opues-
to. La funcién sqrtq calcula el valor de la raiz positiva, con una precision de 113 bits.

Dado un argumento x, primero comprobamos que no se trata de un valor
NaN o INF (infinito), de ser asi generamos un error. Si < 0 retornamos un NaN
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mediante la expresion 7=, esto nos produce un mensaje de error.

Si el nimero al cual queremos calcular la raiz cuadrada admite una representacién
como un double, es decir, DB Ly, < x < DBLj,., calculamos la raiz cuadrada de
x con la funcién sqrt(z). Esta funcién calcula la raiz cuadrada de un valor double
con una precisién de 53 bits significativos.

Yo = sqrt(x)
A fin de obtener una precisién una precision cuadruple, hacemos 2 iteraciones del
método de Newton-Raphson para la funcién f(y) = y* — x con punto inicial yq.

2
Yo — T

290

Simplificamos (5.2) y obtenemos una expresién equivalente

Y1 =Y — (5~2)

1 =yo—0,5- (yo - £> (5.3)
Yo

En las 2 expresiones la propagacién del error, sin tener en cuenta el error en las

operaciones, es igual ya que la derivada respecto de yg es igual en ambas expresiones.

Pero, (5.3) tiene menor nimero de operaciones y cada operacién conlleva un error.

Por lo tanto, esta expresion tiene menor error de propagacion y en consecuencia es

mejor. Entonces
x
Yy2=1—05" (w——)
Y1

Cada iteracién del método requiere: dos sumas, una multiplicaciéon y una division.
Tomando y, = (1 + &,)y/x y remplazando en la expresién (5.3), encontramos que
1 &

Ent1 = =——
911,

Es decir, dado que el método de Newton-Raphson tiene una convergencia
cuadratica, si el error relativo en la n-ésima iteracién es €, entonces el error en
la (n+1)-ésima iteracién es aproximadamente % Asi, cada iteracién duplica el
nidmero de bits de cifras significativas. Por lo tanto, tenemos que y» &~ /2 con una

precision cuadruple, es decir, 113 bits de precision.

Si & € [LDBLyin, LDBLja,|, calculamos una primera aproximacién de +/z
con la funcién sqrtl(zr). Esta aproximacion inicial tiene una precisién de 65 bits
significativos. Por lo tanto, a diferencia del caso anterior, basta con una iteracién
del método de Newton-Raphson (y; =~ \/x) para conseguir la precisién deseada de
113 bits.

Por otra parte, si x esta fuera del rango de valores representables en un double o
un Long-double utilizamos el siguiente algoritmo para el calculo de la aproximacion

inicial de /z:
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1. Expresamos z de la forma
x=F- 2"

dondeneZy F € [%, 1]. Entonces
Vi = VF T

Empleamos la funcién auxiliar frexpg(x, &exp). Esta funcién retorna un valor
entre % y 1 y en la variable exp guarda el valor del exponente de x, es decir,
exrp = n.

2. Si exp es impar, calculamos F'=2- F y exp = exp — 1.
De esta forma siempre tendremos que el exponente es par, por lo que

no tendremos que calcular v/2¢7P, Puesto que si exp es impar tendriamos que
calcular V2%++1 y este célculo no es trivial.

Entonces

V2erp = \/92k — ok keZ

Solo tenemos que dividir el exponente entre 2, al ser un nimero entero, esta
operacién no produce ningun error de propagacion en el célculo.

3. Calculamos yo = sqrt(F)

Entonces

yo=y V22 =y. 2"

4. Calculamos yy = y-2* con la funcién auxiliar scalbng(y, k). La funcién scalbng
calcula el resultado de y-2¥ mediante la manipulacién del exponente, en lugar
de realizar una exponenciacién y una multiplicacion.

Ahora tenemos que g es una aproximacion inicial de y/z, con una precisién de 53
bits. Entonces, procedemos a la realizacién de 2 iteraciones del método de Newton-
Raphson para conseguir la precisién cuddruple deseada en el célculo de /.

5.2. Raiz cubica

La funcién cbrtq(z) recibe un nimero real de cuddruple precisién y retorna el
valor de la raiz cibica de dicho nimero, con una precisién de 113 bits (cbrtq(z) =
J/x). La rafz ctibica real de z es la raiz de la ecuacién algebraica

vy —x=0

El calculo de /x consiste béasicamente en 3 pasos: Primero la reduccién del
argumento z, en la forma z = F - 2. Segundo, el cdlculo de v/F, y por tltimo la
recuperacion del valor de /z a partir de estos resultados.
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Por tanto, lo primero que hacemos es extraer las potencias de 2, dejando la
mantisa entre % y1l.x=F-2%P con % < F <1 y exp¢€Z. Anilogo a la raiz

cuadrada.

Una vez hecha la extraccién, calculamos la raiz cibica de la mantisa, y = V' F.
Este calculo lo hacemos mediante una aproximacién por polinomios de Chebyshev

de la funcién f(z) = ¥/=.
V2= 1c + Eoo cnd,
2 0 — ntn

1 3 T
/\[ n=01,2-

1—z

Donde

Truncamos la serie en n = 6 y obtenemos la siguiente aproximacion:

Ps(2) =0,135844643409209005297342° — 0,639869172204575384023182*
+1,2875551670318751538062° — 1,4897083391357284957891 27

1
+1,3304961236013647092522 + 0,37568280825958912391243 z € {5, 1}

I gq = f(2) = Ps(z)

D‘j DIIS DIT D‘E DI'? 10
Figura 2: Error en la aproximacién de /z
Como podemos apreciar en la figura 2, la aproximacién tiene un error relativo

méximo de —1,23 - 107 para z € [1,1].

méx |f(z) — Ps(2)| = | f(1) = P(1)| = 1,23-107°

ze[ 1]

Por tanto, y = Ps(F).

Por otra parte, podemos expresar el exponente de la forma exp = 3k 4+ r, donde
keZyre{0,1,2}. Entonces

\/__y \/ (8k+r) ﬁ 2k
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El algoritmo para calcular una aproximacion inicial de /z es el siguiente:

= Siexp>0

1. Calculamos k = [%]

2. Calculamos r = exp — 3k
2.1. Sir =1, calculamos y = y - V/2
2.2. Sir =2, calculamos y =y - V4

s Siexp<0

1. exp= —exp
2. Calculamos k = [%]

3. Calculamos r = exp — 3k

3.1. Sir=1, calculamos y =y - ¢ %

3.2. Sir =2, calculamos y =y - ¢ 411

4. exp = —exp

Una vez finalizado el algoritmo obtenemos y = v/F - /27. Por lo tanto, para tener
una aproximacién inicial de /z solo falta calcular y - 2%, este calculo lo hacemos
con la funcién scalbng. yo = scalbng(y, k).

La aproximacién inicial g, a diferencia del caso de la raiz cuadrada, no tiene una
precisién de 53 bits debido a que V/F est4 calculada con error relativo de 1,23-107.
Por tanto, hacen falta 3 iteraciones del método de Newton-Raphson, de la funcién
f(y) = ¥ — x con punto inicial 3y, para lograr tener una aproximacién de /x con
una precision cuadruple.

Yo —
33

Y1 =Y —

En esta expresion tenemos: seis productos, dos sumas y una divisiéon. Por tanto,
analogo a la raiz cuadrada, simplificamos la expresién para reducir el error de pro-
pagacion en cada iteracio.

T 1
Bi=%—\%—=) 3 5.4
o (0 y3)3 (54)

Asi, cada iteracion requiere: dos productos, dos sumas y una division, ya que % lo
tenemos almacenado en la memoria.
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T
Y= —\YV1— 35|
Y1
T
Ys=Y2— |\Y2— 735 )"
Y2

Tomando y, = (1 + &,)/x y sustituyendo en (5.4) encontramos que el error
relativo de la (n+1)-ésima iteracién es

Wl = W+

2
9 1+§5n

En+l = & 5
+1 (1 +€n)2

Asf que, tenemos y3 &~ /x con una precisién de 113 bits.

6. Funciones trigonométricas

6.1. Coseno

Esta funcién recibe un argumento x y retorna el valor de la funcién cos(x). A
diferencia de la raiz cuadrada y la raiz cibica, en esta funcién no podemos utilizar
el método de Newton-Raphson para obtener una precision de 113 bits, puesto que
para aplicar dicho método necesitariamos: una aproximacion inicial yy = cos(z), la

funcién arccos(y) y % (arccos(y)) = — 11 _
-y

arc cos(yo) —
Y1 =Y — i

2

1—y

No tenemos forma de obtener estos cédlculos de manera elemental y por lo tanto,
tenemos que aplicar un método alternativo.

La funcién cos(z) tiene una periodicidad de 27 y estd definida Vz € R. Se
cumple la desigualdad —1 < cos(z) < 1, es decir, no tenemos que preocuparnos de
que se produzca desbordamiento en el calculo.

Para implementar adecuadamente la funcién cos(z), necesitamos tomar el
argumento de entrada y reducirlo a un intervalo simétrico cercano a 0 donde
tengamos mejor controlada la precisién del calculo.

La precision de los valores de la funcion depende mucho de la precision de
la reduccion del argumento. Por ello, expresamos los valores como suma de dos
nimeros. Donde el primer nimero corresponde a la parte mas significativa y el
segundo corresponde a la cola del valor.

Una vez tengamos la reducciéon del argumento, evaluamos una funciéon trigo-
nométrica (sin o cos) de este nuevo argumento y a partir de estos resultado,
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recuperamos el valor de cos(z) del argumento inicial.

El método aplicado es el siguiente:

1.

6.2.

Sijz| > g, entonces hacemos una reduccion del argumento x de la forma
y=x—k-5,conyé€ [—%, ﬂ, k € 7Z. Expresamos y de la forma: y = y; + yo,
donde y; es la parte alta de y, e ys es la cola de y. Calculamos n = k(mod4).
Esta reduccion del argumento la hacemos con la funcion rem_pio2q, dicha

funcién hace la reduccion del argumento y retorna el valor de n.

Aplicando la propiedad
cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B)

Tenemos que

= Sin =0, entonces cos(z) =cos (y1 + 42 +0-%) =  cos(y1 + ya).
» Sin =1, entonces cos(x) = cos (y1 +y2+1- %) = —sin(y1 + v2)-
= Sin =2, entonces cos(z) = cos (y1 +y2 + 2 %) = — cos(y1 + v2).
= Sin =3, entonces cos(z) = cos (y1 +y2 +3- %) = sin(ys + yo).

La funcién cosq_kernel (sing_kernel) calcula el valor de cos(a) (sin(«)) para
|a| < 7 con una precisién cuddruple.

Por lo tanto

1.1. Sin =0, calculamos cos(x) ~ cosq_kernel(yy,ys).

(
1.2. Sin =1, calculamos cos(z
(
(

~ —sing_kernel(yy,y2, 1).

1.3. Sin =2, calculamos cos(z) ~ —cosq_kernel(yi, y2).

)
)
)
1.4. Sin =3, calculamos cos(z) ~ sing_kernel(yi, ys, 1).

. m . .
Si |x| < — no necesitamos reducir el argumento, entonces y; = x e yo = 0 ya
4

que la cola de x es cero . Calculamos cos(x) =~ cosq_kernel(yy, y2).

Seno

Dado un argumento z esta funcién calcula el valor de sin(x) con una precisién
cuddruple. Igual que en la funcién cos(x), en esta funcién no podemos aplicar el
método de Newton-Raphson.

sin(z) es una funcién periddica de periodo 2w, estd definida V@ € R y se
cumple que

—1 <sin(z) <1
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Por lo tanto, aplicando estas propiedades, dado un argumento z el calculo de
sin(z) consiste basicamente en 3 pasos numéricamente distinto: en primer lugar,
necesitamos reducir el argumento al intervalo [—%, %] (en caso de ser necesario).
El segundo paso es la evaluacion de una funciéon trigonométrica sobre el intervalo
[—%,ﬂ y por ultimo, la reconstrucciéon de la funcién sin(x) a partir de estos
resultados.

el método aplicado es el siguiente:
' T , .
1. Silz| > T necesitamos una reduccion del argumento x de la forma

T
Bity=x—k- B}
Calculamos n = k(mod4) (n = rem_pio2q(z,y1,y2)). Aplicando la propiedad
sin(A + B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B)

Tenemos que

» Sin =0, sin(zr) = sin

y1+y2+0- sin(yr + y2).

Sin =1, sin(z) = sin

y1+y2 +1- cos(y1 + y2).

Sin =2, sin(z) = sin

Y1ty +2- —sin(y; + y2).

Sin=3,sin(z) =sin(y; +y2 + 3~ = —cos(y1 + Ya).

TN N N N
(NN IR I I ORI I ORI

N——— N N N~

Por lo tanto,

1.1. Sin =0, calculamos sin(z) ~ sing_kernel(y,, ys, 1).

1.2. Sin =1, calculamos sin(z) = cosq-kernel(y, ys).

1.3. Sin =2, calculamos sin(z) ~ —sing_kernel(y1, y2, 1).
()

1.4. Sin = 3, calculamos sin(z) ~ —cosq_kernel(y,,ys).

T
2. Siz| < T entonces y; = x, y2 = 0. Calculamos sing_kernel(y, ys,0).

6.3. Funcion complementaria cosq_kernel

La funcién cosq_kernel es la funcién complementaria de cos(x). Una vez hecha la
reduccién del argumento esta es la funcién encargada de calcular la aproximacion
cos(y), en el intervalo [—%, ﬂ, con una precisién cuddruple. Esta funcion recibe
dos argumentos: y; e ¥z, donde |y;| < T es el argumento al cual queremos calcular

el coseno ey es la cola de y;.

La serie de Taylor de cos(y) es:
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n2n

e
COS E

n=0

La serie de Taylor es una muy buena aproximacién de cos(y) para dngulos muy
Y

pequenos, alrededor del cero, pero su error aumenta casi de forma exponencial a
medida que nos alejamos del cero.

La serie de Chebyshev, viene dada por:

cos(y)

Co >
5 T kz_; T (y)

Donde

S A C)C)
VI-y?

Haciendo el cambio de variable y = cos(#), tenemos que

/
Ck‘ J—

Jor (1) es la funcién de Bessel de primera especie. Ty (y) es el polinomio de Chebyshev
de primera especie de grado n[9]. Entonces

dy

INIE]

Wl

cos(cos(h)) cos(ky)dy = (—1)%2 - Joe(1)

cos(y) ) + QZ ) o (1) Tk (y)

Podemos expresar esta serie como una serie de potencias

cos(y) = Z a;x”
i=0

La precision de la aproximacion de la serie de Chebyshev depende de la velocidad
con la que Joi(1) tiende a cero

1

La serie de Chebyshev tiene una mejor precision en todo el intervalo y su error
es uniforme. Por lo tanto, utilizaremos la serie de Chebyshev para aproximar cos(y)

Como en anteriormente, separamos diversas situaciones

2 4
1. Si|y; + o] < 2757, El desarrollo de Taylor de cos(y) = 1 — % + 3—4
2—57 2
tenemos g,(y) = |cos(y) — 1] < <T) = 2713 V|y| < 27°7. Entonces cal-
culamos cos(y;) ~=

1. Este calculo tiene una precisién de 113 bits
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2. Si27°7 < |y; + ya| < 0,1484375, el argumento es lo suficientemente pequerio
como para aproximar cos(y) mediante una aproximacién polinomial de
Chebyshev de grado 16 y obtener gran precisién.

Truncamos la serie de Chebyshev en n = 8:

cos(y) = ag + ary® + agy®* + azy® + asy® + asy'® + agy' + azy** + asgy'®

y € [27°7,0,1484375)
Donde

= a9 = 1,0000000000000000000000000000000000

» a; = —4,99999999999999999999999999999999759 - 10!
» ay = 4,16666666666666666666666666651287795 - 102
» a3 = —1,388888883838883888888888742314300284 - 103
» ay = 2,48015873015873015867694002851118210 - 10~°
» a5 = —2,75573192239858811636614709689300351 - 10~7
» ag = 2,08767569877762248667431926878073669 - 10~°
» a; = —1,14707451049343817400420280514614892 - 10~
" ag = 4,77810092804389587579843296923533297 - 10~ 14

Aplicando la formula de la aproximacién de Chebyshev, vemos que esta apro-
ximacién tiene un error absoluto aproximado de 1,46 - 1073¢(< 27113),

(0,1484375)!8

IR 1,46-107°°  y e [27°7,0,1484375)

€a<y> <

Si evaluamos este polinomio de forma lineal, tenemos que realizar 80 produc-
tos y 8 sumas. Esto supondria un coste computacional muy alto y ademas,
tendremos mucho error de propagacién. Si y = y + €, entonces el error en la

funcién es
_ N\ e ex1 _ .-
cos(y + €) = cos(y) cos(e) + sin(y) sin(e) =~ cos(y) — esin(y)
. 80-¢
Y el error de propagacion de los productos es ]
Y

Dado que el polinomio de grado 16 que aproxima a cos(y) solo tiene
potencias de y pares, definimos la variable

2=
Asi, tenemos que
2 3 4 5 6 7 8
cos(y1) = ap + a1z + agz” + azz” + agz” + a5z’ + agz” + arz’ + agz
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Lo que supone un ahorro computacional. Ademas, utilizamos la evaluacion
del polinomio por el método de Horner. Calculamos cos(y;)

cos(y1) = ag+(z-(a1+z-(as+z-(as+z-(as+z-(as+2-(ag+2-(ar+as-2))))))))

De esta forma, solo tenemos que hacer: 9 multiplicaciones y 8 sumas, para
evaluar el polinomio de grado 16, es decir, esta forma de evaluar el polinomio
es muy eficiente. cos(y;) tiene una precision de 113 bits.

Si 0,1484375 < |y1 + 2| < 7, entonces, para no usar un polinomio de grado
muy elevado con el fin de obtener una precisién cuadruple, buscamos [ y h tal
que

Y1 = [ + hj

Donde h; son puntos equidistantes del intervalo [0,1484375, ﬂ

J

h; =0,1484
j = 01484375 + o

j=0,1,---,82

Por lo tanto h; tiene 83 posibles resultados. Ya que hgs > Z Se cumple que
h; < yi < hji1, entonces |I] < 5= [10].
Entonces, se tiene
cos(y1) = cos(l + hy)
cos(l + h;) = cos(h;) - cos(l) — sin(h;) - sin(l)

3.1. Usamos la funcién signbitq(y;). Esta funcién retorna el bit del signo de

%N
3.1.1. Si signbitq(y1) = 1, definimos y; = —y1 e ya = y2, ya que
cos(—0) = cos(#). De esta forma solo trabajamos con valores po-
sitivos.

3.2. Calculamos h; y buscamos cos(h;) y sin(h;) en las tablas precalculadas.
Dichas tablas estan estructuradas de la siguiente forma: Tenemos 83
bloques de cuatro filas, un bloque para cada posible valor de h;. En la
primera fila, de cada bloque, tenemos los primeros 113 bits de cos(h;)
(cos(hjpi)), en la segunda fila estdn los ultimos 113 bits de cos(h;)
(cos(hjie)), en la tercera tenemos los primeros 113 bits de sin(h;)
(sin(h; ;) vy en la cuarta fila los tltimos 113 bits de sin(h;) (sin(h;,))-

De esta forma, obtenemos mayor precisién en el célculo de cos(h;)
y sin(h;).

cos(hj) = cos(h;_p;) + cos(h; i)
sin(h;) = sin(h; p;) + sin(hj o)
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3.3.

Calculamos | = yo — (y1 — hy), 2 =vy1 -

3.4. Calculamos sin(l). Utilizamos la serie de Chebyshev de sin({)

3.5.

3.6.

sin(l) = % +3 " aT)
k=1

Truncamos la serie en k = 11

1
sin(l) = sol + s10° + 8ol° + 831" + s4l” + 551" 1€ {oﬁ] (6.1)

Donde

» 5, = —1,66666666666666666666666666666666659 - 10~
5o = 8,33333333333333333333333333146298442 - 1073
» 53 = —1,98412698412698412697726277416810661 - 10~
» s, = 2,75573192239848624174178393552189149 - 1079
» 55 = —2,50521016467996193495359189395805639 - 108

La estimacién del error de la aproximacion es

1/256)' 1
(1/256) ~1,93-107% ] < —

o) L —— =
call) < S 13 256

Calculamos sin(l) = - (so+2-(s1+2-(s2+2-(s3+2-(s4+ 55 2)))))

Truncamos la serie de Chebyshev de cos(l) en k& = 10. Aplicando la
férmula de la estimacién del error tenemos que g,(1) < 1,28 - 10~

1
cos(l) = co + c1l? 4 col* 4 31 4 cul® + c51™° | < 36 (6.2)

Donde

= co = 1,00000000000000000000000000000000000

= ¢; = —5,00000000000000000000000000000000000 - 10~
" 0y = 4,16666666666666666666666666556146073 - 102
» o3 = —1,38883888838888888888309442601939728 - 1073
= oy = 2,48015873015862382987049502531095061 - 10~°
» o5 = —2,75573112601362126593516899592158083 - 107

Para obtener una mayor precision calculamos cos(l) — 1, en lugar de

cos(l). Ya que para |I| < 55 cos(l) es muy cercano a 1y esto provoca

inestabilidad ntumerica en el calculo.
cosy =cos(l) =z-(cr+z-(ca+z-(cs+2-(ca+c5-2))))

Recuperamos la funcién, es decir, calculamos el valor de cos(y;) a partir
de los resultados anteriores.
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6.4.

cos(y1) = cos(h;) - cos(l) — sin(h;) - sin(()

= (cos(h; p;) + cos(h;,)) - (cosy +1) — (sin(h; p;) + sin(h;4,)) - sin(l)

Como cos(h; ) < 1y sin(h;,,) < 1, entonces cosq_kernel(yi,, 2) calcu-
la

cos(y1) = cos(hj_pni) - cosy + cos(hj_ni) + cos(hj o) — sin(h; i) - sin(l)

Es decir, cosq_kernel(y,,2) calcula el valor cos(y;) con una precision
cuadruple.

Funcién complementaria sing_kernel

La funcién sing_kernel(y;,ys,c) recibe 3 argumentos: yi,y» y c¢. Donde

T T , .
Y1 € [_Z’ Z] es una variable, y, es la cola de y; y ¢ es una constante que tiene

valor 0 o 1. sing_kernel calcula el valor de sin(y;) con una precisién de 113 bits.

El método aplicado es el siguiente:

1.

2.

Si |y + ya| < 2757, andlogo al célculo de cos(y;), calculamos sin(y;) & y;.

Si 2757 < |yp+u| < 0,14843375, aproximando sin(y) por la serie de
Chebyshev para k = 17, obtenemos la precisiéon deseada.

sin(y) =y + miy® + moy® + - - + mgy’ y € [27°7,0,1484375]

Donde

= m; = —1,66666666666666666666666666666666538 - 10~
= my = 8,33333333333333333333333333307532934 - 1073
» m3 = —1,98412698412698412698412534478712057 - 10~*
= my = 2,75573192239858906520896496653095890 - 10~°
» m5 = —2,50521083854417116999224301266655662 - 108
= mg = 1,60590438367608957516841576404938118 - 10~1°
» my = —7,64716343504264506714019494041582610 - 10~12
= mg = 2,81068754939739570236322404393398135 - 10~1°

Definimos z = y; - y1, entonces calculamos
sin(yy) = y1 + (y1- (2- (Mo + 2+ (m2 + 2(- - (M7 +ms - 2))))))
Si ly1 + yo| > 0,1484375, igual que en la funcién cosq_kernel, buscamos [y h
tal que
yi1 =1+ hy
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3.1. Calculamos h; y buscamos cos(h;) y sin(h;) en las tablas precalculadas.
3.2. Calculamos sign = sign(z), y1 = ||
33. Sie=1

3.3.1. Sisign =1, calculamos | = —ys — (h; — y1)
3.3.2. Si sign = 0, calculamos | = yo — (h; — y1)

3.4. Sic=0, calculamos | = y; — h;

3.5. Calculamos sin(/) utilizando la aproximacién de la serie de Chebyshev
de grado 11 (6.1), calculada anteriormente

3.5.1. Si sign = 1, entonces sin(l) = — sin(l)

3.6. Calculamos cos; = cos(l) — 1 mediante la aproximacién de la serie de
Chebyshev de grado 10 (6.2)

3.7. Recuperamos el valor de sin(y;)

sin(y;) = sin(l 4 h;) = sin({) - cos(h;) + cos(l) - sin(h;)

= sin(l) (cos(h; pi) + cos(hj i) + (cosy +1) (sin(hj pi) + sin(hjo))

cos(hjio) < 1, sin(hj,) < 1=
= sin(y;) ~ sin(l) - cos(hj p;) + cosy - sin(h; p;) + sin(hj p;)

6.5. Tangente

La tangente de un angulo esta definida matematicamente por el cociente entre
cos(x) y sin(x)

sin(x)

tan(z) = cos(a)
Sin embargo, no podemos utilizar una aproximacién de sin(z) y otra de cos(z) con
una precisién de 113 bits y hacer la divisién para calcular tan(z). Ya que esto seria
muy costoso a nivel operacional. Ademas, no tendriamos la precisiéon cuadruple
deseada en el cdlculo de tan(x). Por lo tanto, utilizamos otro método para realizar
este calculo.

En la aproximacién de tan(x) con una precisiéon de 113 bits, igual que en la
aproximacién de sin(x) y cos(z), estan involucrados 3 pasos numéricamente distin-
tos:

T m
= Reduccién del argumento al intervalo [—— }

44

» Evaluacién de tan(x) sobre el intervalo [—%, ﬂ
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» Recuperacion de tan(x) a partir de los resultados de los pasos anteriores.

El algoritmo para calcular la tan(z) con una precisién cuddruple es el siguiente:

1. Siz = NaN o INF Calculamos x — z, esto nos genera una advertencia.
. m . .,
2. Silz| > e entonces necesitamos la reduccién del argumento. Calculamos

n = Tem,pi02Q(x7 Y1, y2>

Entonces

tan(m):tan<y1+y2—l—n-g> n=20,1,2,3

Utilizando las propiedades de vistas anteriormente de sin(x) y cos(z)., tene-
mos:

Sin=0,tan(y; +y2+0-

1
tan(y, + yo)

= tan(y; + y2)

Sin=2 tan(y; +y2 +2-

siny1+y2+3§)_ 1
Y1+ Y2 + 37”) tan(y; + yo)

Sin=3,tan (y; +y2 + 3 -

(
Sinzl,tan<y1+y2+1-
(

(

N I N

s .
Ahora tenemos que el argumento es menor que T por lo cual podemos utilizar

la funcién tang_kernel.

2.1. Sin es par, tan(z) = tan(y; + y2), entonces definimos s = 1.

2.2. Sin esimpar, tan(x) = —m, entonces definimos s = —1.
2.3. Calculamos tang_kernel(yy, ya, S).
3. Si|z| < %, entonces tenemos: y; = x, Yy = 0y s = 1. Calculamos

o~

tang_kernel(yy, ys, S).

6.6. Funcion complementari tang_kernel

La funcién tang_kernel(yi,yq, s) calcula el valor de la tangente en el intervalo
[—%, ﬂ con una precision de 113 bits. Esta funcién recibe 3 argumentos vy, y2 v s.
Donde |y1| < 7, y2 es la cola de y; y s es un entero que tiene valor 1 o —1 e indica

si se tiene que calcular tan(y; + y2) o —m.

Dado que la tangente tiene la propiedad que tan(—6) = — tan(#), solo tenemos
que considerar valores positivos para los célculos.
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1.

Si |y1 + 12| < 27°7. Por lo visto anteriormente cos(y) ~ 1 y sin(y) ~ v,
calculamos tan(y;) ~ y.

Siyy <0, definimos sign = —1, y1 = —y1 € Yo = —Ya
2
m
Si27 <y +ys < g Para el calculo de tan(y) utilizamos una aproximacién

minimaz racional de la forma

3
Y 5 2
tan(y) =yt gty - R(y”) [11]
Esto nos garantiza mejor precision para angulos cercanos a cero, ya que los
primeros términos tienen el mayor efecto. En este caso, utilizamos una apro-
ximacién racional R(y?). Ya que de esta forma podemos obtener una mayor
precision, respecto a una aproximacion polinomial, con menos operaciones.

Esto supone un ahorro computacional.

4

) Z]Dz'yzZ 5
= _ T
R(y*) = == y € [2 o7 —]

25: i 16
@y
=0

Donde

= po = —1,813014711743583437742363284336855889393 - 107

» p1 = 1,320767960008972224312740075083259247618 - 105
» Py = —2,626775478255838182468651821863299023956 - 10*

» p3 = 1,764573356488504935415411383687150199315 - 10?
» py = —3,333267763822178690794678978979803526092 - 10!
= go = 1,000000000000000000000000000000000000000

» q; = —1,359761033807687578306772463253710042010 - 10®

» ¢y = 6,494370630656893175666729313065113194784 - 107
» g3 = —4,180787672237927475505536849168729386782 - 10°

= g1 = 8,031643765106170040139966622980914621521 - 10*

» g5 = —5,32313127191247569515712787556066 7378597 - 102

Queremos calcular tan(y; + y2). Tenemos la siguiente propiedad

Y21
tan(y +yo) A tan(yi) +secX(y1) - yo ~ tan(yr) + (1 +v7) - v

Para tener una mayor precision en este cdlculo, definimos: 7 = vy} - R(y?).
Entonces

3

tan(y; +y2) =1 + % +yi(r+y2) + u2
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4.

6.

7.

2

T
Si > —.
1y +yY2 = 6

Definimos z = % — Y, W= % — yo. Entonces y; = 2+ w e y, = 0. Es decir,

hacemos hecho y; + 12 = § — (y1 + v2)-

Por lo tanto, tendremos que calcular

7r ) _1- tan(y; )
1 + tan(y;)

tan(y; + y2) = tan <Z —

(6.3)
tan?(y,) )

— tan(yl + yg) =1-2- (tan(yl) — HTH(yl)

il

Con este cambio de variable tenemos que y; +y» < 75, de esta forma podemos
utilizar la aproximacién minimaz racional para calcular tan(y; + ys).

Calculamos

Z2=UY1"U
p=po+z-(p1+z-(p2+2z-(p3+ps-2)))
g=q+z (@+z(@t+z (+z (@at+2)

r="
q
r:z.yl.R

1
Calculamos tan = y; + 370 + z- (1 4+ y2) + y2. Asi obtenemos

. w2
tan(y; +y2) siyr +y2 < T
tan =
. 72
tan(y,) sty +y2 2 6

T
Si inicialmente teniamos que y; +yo > T entonces tenemos que calcular (6.3)

tan - tan
tan=s—2-tan ———

m Sis=1:
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m Sis=—1:

tan - tan —1 4+ tan —2tan +2tan? —2 tan?
tan = —-1—2- | tan — =

—1 4 tan 1 —tan
~ —1l—tan
~ 1—tan
1
— tan=————
tan(y; + y2)
8. Si sign = —1, calculamos tan = — tan

T
Después de todo el proceso tenemos el valor de la tangente en el intervalo [_Z’ Z] ,

tan(y; + y2) &~ tan con una precisién de 113 bits.

7. Funcion exponencial

Queremos calcular f(z) = €® con una precisién cuddruple. f(z) estd definida
Vr € R, pero como trabajamos con nimeros de punto flotante con una representa-
cién en 128 bits, tenemos que f(z) esta definida para z tal que

227214 1 14
Tomin = (N §a:§ln(<1——>'22>:xmax
2r—1 2P

Tmin = —11432,7696 vy Tpae ~ 11356,5234

Ya que si & > X4, €ntonces se tiene
e > gtmar = n(FETISMAY) — PIT198 MAX

Por lo tanto, se produce desbordamiento. Si z < x,,,;,, se genera subdesbordamiento.

Trabajaremos con pares de nimeros, donde el primer ntiimero es la parte alta y el
segundo corresponde a la parte baja del niimero. Los primeros 93 bits corresponden
a la parte alta del nimero, solo cogemos 93 bits para no anadir error de redondeo
en las operaciones aritméticas.

Dado un argumento = € [Tymin, Tmaz], 10 reducimos a un intervalo mas pe-

queno cercano al origen donde podamos calcular con precision e*. Hacemos las
siguientes reducciones:

D 2W=z—-n-In(2) (7.1)
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1
Escogemos n de forma que se cumpla —Eln(Q) <M < ZIn(2).

2
(1) y u( ) son valores de unas tablas fijas almacenadas en la memoria. Estos

Valores se expresan de la forma

o = o® y oy u® =0 4 uw®

]

Donde UO) es la parte alta de uz(l), w" es la cola de ugl), v'? es la parte alta de

7 ? J
(2) y w( ) es la cola de u§-2).

La tabla {ugl) } cubre el intervalo (—1in(2),1In(2)) con ndmeros con repre-

sentacion binaria exacta y que estan mas o menos equidistantes.
1 .
ug Vi AW con A = —

Tenemos que i € Z tal que — [In(2) - AW] < i < [In(2) - AW, es decir,
e [-89,89].
Donde [z] denota la funcién techo. [z] := min{k € Z|z < k}.

1 1— _
Dado M, i se elige de modo que —§A(1) < z® < EA(I). Donde A" es
ligeramente mayor que A®) (Z(l) =AW ¢ 5).

1
J 2

nos equidistantes.

La tabla {u@)} cubre el intervalo <— Z(I),%Z(1)> con nuimeros mas o me-

1 1 1
~ jx A® con AP = — . — JEZL

u®
J 256 128 215

= R
Tenemos que —[ 2571 < j <[4 = j € [-65,65].

1— 1 —
Dado 2, j se elige tal que —§A(2) <20 < §A(2). Donde A% = A® 4.

Tenemos que

® = 2 @ = g0y @
=z —n-In(2) u = y?

Por lo tanto

Entonces aproximamos e* como

7.2
_ 633(3) L nin() | 6(1}1(1)_,_1”1(1)) ' 6(v§_2>+w§_2>) (7.2)
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J

Junto a las 4 tablas {vi(l)}, {wo)}, {v 2)} y {w@)}, también guardamos otras

2 tablas
{y§1)} gV = eui” = o+l
(2] 42 = o = e
Estas tablas tienen la propiedad de que los puntos ugl) y u§2) son elegidos de tal

1 2 . .
manera que yz-( ) e yj( ) tengan mantisas muy cortas, es decir, tengan muchos ceros

en los ultimos bits de la mantisa. Para preparar estas tablas, consideramos (v, w, y)
tales que y = e't%. El valor de v + w es conocido e y es expresable exactamente
por un numero de punto flotante cuya mantisa tiene muchos ceros en los ultimos
bits[12].

Esto se puede hacer a partir de una aproximacion de v + w: Calculamos la
aproximaciéon de la exponencial de v + w, redondeamos el resultado a 113 bits y
asignamos el resultado a y. Calculamos log(y) con una precisién lo suficientemente
alta, dividimos el resultado de la mantisa en 2 partes y asignamos la parte mas
significativa a v y la menos significativa a w. Notemos que para la construccion de
las tablas necesitamos utilizar un programa de calculo externo.

Tenemos que
e = e o .yM .yj(?) i (ex<3> _ 1)

1

Donde z = 2" - yz(l) . yj(?). Dado que z es producto de niimeros con muchos ceros en

la mantisa, z es un nimero maquina, es decir, es expresable de forma exacta. Por
lo tanto se puede calcular sin ningin error de redondeo.

2(3)

La expresién e” — 1 la calculamos mediante una aproximacién minimaz P(z),

T € (—%Z(z), %Z(Q)) .Calculamos y guardamos en la memoria

P(x) = z + 0,52 + 1,66666666666666666666666666666666683 - 10~ 'z*
+ 4,16666666666666666666654902320001674 - 10~ 2z*
+ 8,33333333333333333333314659767198461 - 10~ 32°
+ 1,38888888889899438565058018857254025 - 10~ *2°
+ 1,98412698413981650382436541785404286 - 102"

Esta aproximacién minimaz tiene un error relativo g, < 5,69 - 1074¢

1~@2)\8
(357)
-—— 5,69 10

fa S 9T gl

También almacenamos en la memoria las siguientes constantes:
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LN1 ~In(2)p; (primeros 93 bits de In(2))
LN2 ~ LN1 —In(2)

1
LN ~ ——
In(2)
1
n_ - _
B = <7 = 256
1
2) _ __9l5
BY=Am =2

Los valores 1), 2(® obtenidos de la reduccién de z, los expresamos como suma de

dos variables
M = @ 4 p® @ = ¢@ 4 p®

Donde a(V es la parte alta de (V) y b() es la parte menos significativa de ™. a(?
es la parte mds significativa y b es la parte menos significativa de z(?).

7.1. Algoritmo para calcular e*

1. Calculamos n: n = [z- LN3]. Donde [z] denota la funcién parte entera de
.

2. Calculamos aV) = x —n-LN1, bM =n-LN2 y expresamos () = ¢ +pM).
3. Calculamos i: i= [a). W]

4. Buscamos vfl), wgl), ygl) en las tablas.

5. Calculamos a® = a®—vM 5@ = p® — " y expresamos 22 = ¢@ +p@.
6. Calculamos j: j= [a®.p@)].

7. Buscamos vj(?), w](?), yj(?) en las tablas.

8. Calculamos z® : () =@ — vj(-z) + b — wj(?).
9. Aproximamos ¢ —1: ¢*” — 1~ P(a®).

10. Calculamos z: 2z = Q"yi(l)yj(-g).

11. Calculamos ¢: c¢=z- P(z®).

12. Calculamosy: y=z+4c.

Tenemos que y ~ e con una precision de 113 bits.
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8. Funciones hiperbdlicas

8.1. Seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico

Las funciones seno hiperbédlico y coseno hiperbélico estan definidas en términos
de la exponencial

sinh(z) = _26 (8.1)
cosh(z) = % (8.2)

Dado que la exponencial no tiene singularidades, sinh(z) y cosh(z) estan defini-
das en todo el eje real y son positivas Vz > (. Estas funciones tienen las siguientes
propiedades de simetria:

sinh(—x) = =— = —sinh(x)

cosh(—z) = ———— = cosh(z)
Para x > 0 se satisfacen las siguientes desigualdades

1
0 < sinh(z) < 56”” 1 < cosh(x) <e*
In(2
% -(p+1) = donde
p =numero de bits significativos. Por tanto, con cuadruple precision A ~ 39,51.. Si
|z| > A, entonces

Tenemos que e* £ e @ ~ ¢*, Va tal que x| > X donde A ~

e’ [13]

N —

|sinh(z)| =~ cosh(x) ~

Queremos calcular sinh(x) y cosh(z) para nimeros de punto flotante con una
representacion en 128 bits. Por tanto, éstas funciones estan definidas (no se produce
desbordamiento) para z tal que

2| < In(2- FLT128_MAX)
Ya que si |z| > In(2- FLT128 M AX)

eln(2-FLT128,MAX) — 2. FLT128 MAX

= FLT128 . MAX.
2 2

cosh(z) >

La definicién de sinh(z) (8.1) no es eficiente para |z| pequeno ya que la sustrac-
cién de cantidades casi iguales provoca una gran pérdida de precisién. Por lo tanto,
utilizamos la funcién auxiliar F(z) = e* — 1. Tenemos que
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.h()_ex—e—r_ E(x)+1 (E(x)+1)° -1
S =TT T 2 2(E(z) + 1)
_ E(x)’+2E(z) E(@@)E(x)+2 1 [((E(x)+1-1)(E(z)+2)
2(E(x)+1) 2 E(x)+1 2 ( E(z) +1 )
1 B 1 . 1 . B E(z)+2
2 <(1 E(:z:)—i—l) (B )H)) 2 (E( ) +2 E(a:)+1)
1 E(z)
T2 (E(x) T Eo) 1 1)
e“+e® et 1 e +1 €2+ 1— 2% + 2e”
R R ™
e LD S
8.1.1. Algoritmo para calcular sinh(x)

Dado un argumento z el siguiente algoritmo proporciona el cdlculo de sinh(z)
con una precision de 113 bits.

Siz=INF o NaN,sinh(INF)=INF ysinh(NaN) = NaN. Por tanto,
retornamos x - x para generar un INF o un NalN, es decir, generamos un
erTor.

Si 2] <277, sinh(z) = 2+ & + &5 4 - = g,(2) = [sinh(z) — 2| =
(27°7)°
6

Por las propiedades de simetria de sinh(z) trabajaremos solo con valores po-
sitivos. Calculamos el signo de z y trabajamos con el valor absoluto de =x.
Calculamos sig = sign(z), vy = |z|

< 27113, Por tanto, sinh(z) ~ z tiene una precisiéon cuadruple.

Eq R

. . . E(y)
Si 2757 <y < 40, calculamos sinh(z) ~ sig-0,5- | E(y) + ——2— |.
<y ()= sig 05+ (B) + 500

Si 40 < y < Zypae &~ 11356,5234, calculamos sinh(z) ~ sig - 0,5 - €Y.

Si Tppaze <y < In(2- FLT128_MAX), la funcién f(y) = e¥ no estd definida
para y > T Por lo tanto, tenemos que dividir x entre dos y calcular la
exponencial. Calculamos

sinh(z) ~ sig - 0,5 - €2 - e?

Siy>In(2- FLT128 M AX), se produce desbordamiento.
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8.1.2. Algoritmo para calcular cosh(x)

Dado x € R, el siguiente algoritmo calcula cosh(x) con una precisiéon cuddruple.

1. Siz=INF o NaN, andlogo a sinh(z) retornamos x - x para generar un
erTor.

2. Si|z| <2757, cosh(z) ~ 1. Ya que cosh(z) = 1+ & + 2 +... =

—5712
(27°7) — 9-113

gq(x) = |cosh(x) — 1| = 5

cision de 113 bits.

, es decir, cosh(z) &~ 1 tiene una pre-

E(z)?

et

3. Si2797 <a < ™2 calculamos cosh(z) = 1 +

4. Si @ < z < 40, calculamos

1
cosh(x) ~ 0,5 - (633 + —)
61‘

Utilizamos la expresién 0.5 - (ef”+ e%) para calcular cosh(z) en lugar de
0,5 - (ew + e*’”), ya que de la primera forma solo tenemos que calcular e* y

hacer una divisién. Asi, evitamos calcular e~ *.

5. Si40 <z < ZTyge, calculamos cosh(x) ~ 0,5 - €*.

(SIE]
e
[SIE]

6. SiZpmar < <In(2- FLT128_MAX), calculamos cosh(x) ~ 0,5 - e2
7. Siz>In(2- FLT128 M AX), se produce desbordamiento.

8.2. Tangente hiperbdlica

La tangente hiperbodlica de = esta definida como

sinh(z) e*—e™®

tanh(x) = =
anh(z) cosh(z) e +e™®
|
e’ — — 2 __ 2z _
tanh(z) = —¢" = £ i _e ] 1 2
w4 — € e’ +
el‘
2
=1- 8.3

La funcién tiene la siguiente propiedad de simetria

tanh(—z) = 6_ _T_e =< _T_e = — tanh(x)
e *+e” et +e "

Se cumple la siguiente desigualdad
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—1 <tanh(z) <1 Ve eR

La tangente hiperbdlica esta definida y es calculable (no se produce desborda-
miento para ningun valor de x) para todo nimero de punto flotante sin ninguna
restriccién. Como hemos visto en el capitulo anterior Vo € R tal que |z| > A se
cumple que [sinh(z)| & cosh(z). Por lo tanto, si |z| > A [tanh(z)| &~ 1, es decir, solo
tenemos que calcular tanh(z) para = € [—40, 40].

Si |z| < 1 la definicién (8.3) no es 6ptima, porque la cancelacién hace que el
célculo sea inestable. Utilizamos la funcion E(x).

1
=TT 1o B(—22)

t h — € — = -
anh(z) 1 e 14 2 E(—2z) + 2

€—$
8.2.1. Algoritmo para tanh(x)

El siguiente algoritmo calcula tanh(x) Vz € R con una precisién cuddruple

1. Six =INF o NaNlN, igual que antes, retornamos x - x para generar un
error.

3

—_57\3
2. Si|z|] <2757 tanh(z) = x—%—l—- -, €q(x) = |tanh(x) — 2| ~ % < 2713,
Entonces, tanh(z) ~ x con una precisiéon de 113 bits.

3. Calcular sig = signbitq(x), x = fabs(z).

4. Si27°7 < x < 1, calculamos tanh(x) ~ sig - (—

E(—2z) )
E(=2x)+2)

2
5. Si 1<z <40, calculamos tanh(z) ~ sig - (1 — m)

6. Six > 40, calculamos tanh(z) = sig - 1.

9. Funciones auxiliares

En este capitulo, se explican algunas de las funciones auxiliares necesarias para
la implementacién de las funciones explicadas anteriormente.
frexp(x)

La funcién recibe un argumento x, y una variable exp.  es un niimero de punto
flotante codificado en 128 bits

r=25(1+f) con E exponente sesgado
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Queremos expresar x de la forma

exp 1
rT=1y-2 con y € 5,1

Primero separamos x en 2 partes:

-En la variable h, guardamos los primeros 64 bits de x, es decir, la parte alta de
x.

-En la variable L, guardamos los ultimos 64 bits de x, es decir, la cola de x.

Guardamos los primeros 16 bits de h, en la variable exp. Estos 16 bits, co-
rresponden al exponente sesgado de x. Calculamos

exp = exp — sesqgo+ 1 = exp = exp — 16383 + 1
E = e — sesgo, entonces exp = F + 1. Por tanto
x=27. 271+ f)

Calculamos y =271+ f) como 0 < f<1=1<y<1

scalbnq

La funcién scalbng(z,n) recibe 2 argumentos: x y n. Donde x es un nimero con
una representaciéon en punto flotante codificado en 128 bits, x = 2¢(1 4+ f) y n es
un entero. Queremos calcular x - 2", pero no queremos introducir mas error en las
operaciones y puesto que multiplicar por 2" solo es cambiar el exponente de z, la
funcién scalbng le suma n al exponente de x manipulando los bits del exponente.

Exponencial auxiliar F(z) =e* — 1

Dado un argumento x, queremos calcular e* — 1 con una precision de 113 bits,
para hacer dicho calculo reducimos el argumento. La reduccién del rango la llevamos
a cabo separando el argumento en la forma

r=1n(2)(k+r) =In(2)k + In(2)r

Donde k € Z,|r| < 1. Definimos F' = In(2)r. De esta forma

v 2k +F _ ok F

€ =€ €

Sea R;g(x) una aproximacion minimaz de e® — 1 en el intervalo [——,

1 P In(2
R7,8(x)=:c+—a:2+x3ﬂ NS {— n; o

~—
—

=
—~
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~—
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Donde P;(x) es un polinomio de grado 7 y @Qs(z) es un polinomio ménico de
grado 8 con los siguientes coeficientes:

= o= 2,943520915569954073888921213330863757240 - 10®
» p = —5,722847283900608941516165725053359168840 - 107
= o= 8,944630806357575461578107295909719817253 - 10°
» py = —7,212432713558031519943281748462837065308 - 10°
» py = 4,578962475841642634225390068461943438441 - 10*
» ps = —1,716772506388927649032068540558 788106762 - 10°
= pg = 4,401308817383362136048032038528753151144 - 10!
» pr = —4,888737542888633647784737721812546636240 - 10!
= g0 = 1,766112549341972444333352727998584753865 - 10°
» g = —7,848989743695296475743081255027098295771 - 108
= g = 1,615869009634292424463780387327037251069 - 108
» g3 = —2,019684072836541751428967854947019415698 - 107
= gr = 1,682912729190313538934190635536631941751 - 10°
» g5 = —9,615511549171441430850103489315371768998 - 10*
= g5 = 3,697714952261803935521187272204485251835 - 10°
» g7 = —8,802340681794263968892934703309274564037 - 10"
= gz = 1,000000000000000000000000000000000000000

1 3P7(l’)

e —1—a— 22?2 13
2 Qg(l’)

<27

Fc [—ln@, lnﬁ}, entonces Ryg(F) = e — 1. Por consiguiente

e —1=2" (Rig(F)+1)—1=|e" —1=2" Ryg(F)+2F—1
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10. Conclusiones

Las funciones: raiz cuadrada y cubica, trigonométricas, exponencial e hi-
perbdlicas estudiadas en este proyecto, solamente son una parte de las funciones
implementadas en la libreria libguadmath.

Se podria continuar analizando otro tipo de funciones de esta libreria, sin
embargo, una vez finalizado este trabajo vemos que el cédlculo de casi todas las
funciones analizadas, sigue la misma estrategia: primero reducir el argumento
a un intervalo mas pequeno cercano a 0, después aproximar la funcién en este
nuevo intervalo utilizando diferentes técnicas como por ejemplo, aproximacion
por polinomios de Chebyshev, aproximacién minimax o incluso utilizar tablas
precalculadas y por tltimo, recuperar el valor de la funcién a partir de los resultados
anteriores aplicando propiedades matemaéticas de la funciéon en cuestién.

Para llevar a cabo este trabajo han sido necesarios conocimientos vistos durante
la carrera en asignaturas como Elementos de Programacion y Métodos Numéricos.
En la realizacién del trabajo he adquirido otros nuevos como la aproximacién por
polinomios de Chebyshev o la aproximacién minimaz.

Una vez comprendidos los diferentes métodos matematicos y técnicas a nivel
tedrico, la parte mas costosa del trabajo ha sido entender el cédigo de las funciones,
es decir, comprender las implementaciones en C de estos métodos en las funciones.
Ya que, por motivos de eficiencia los programas se acaban haciendo de forma no
"matematicamente natural”.

Por otra parte, hemos visto que siempre se realizan los calculos con ntimeros
hi y lo, es decir, con la parte alta y la parte baja (la cola) del nimero. Para asi,
obtener mayor precision en los calculos y una precision cuadruple en la evaluacion
de la funcién.

Hemos intentado razonar porque las funciones estdn programadas de esta
manera atendiendo a resultados tedricos. Por lo tanto, una vez concluido el
analisis, vemos que una posible linea de trabajo futura seria intentar mejorar las
implementaciones de estas funciones, es decir, tratar de programar las funciones,
basdndonos en las técnicas estudiadas, para realizar los calculos con una precision
cuadruple de una forma computacionalmente mas rapida.
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