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Abstract

Numerical integration, also known as quadrature, belongs to the group of problems of
numerical analysis. The quadrature study has been extensively developed for functions
of one dimension. Although it has many applications in various areas of science, the
numerical calculation of integrals in higher dimensions has not been so much worked,
mainly because of the difficulties involved in the fact that there are many more integration
regions than in the 1-dimensional case.

In this study it is developed the quadrature in two variables, explaining with detail so-
me of the methods that can be used, and presenting practical results to support theoretical
concepts.

Specifically, the quadrature product formulas are developed, using the results of dimen-
sion 1 to arrive at valid 2-dimensional methods. Mainly, Simpson’s quadrature method
and the 1-dimensional Trapezoidal rule are used to extend it to integrals on rectangular
regions in the plane.

Finally, the concept of adaptive quadrature is introduced and worked, which aims to
reduce the cost and improve the computational efficiency of the product formulas, taking
into account the nature of the function in the different zones of the integration region.

Resum

La integracié numerica, també coneguda com a quadratura, pertany al grup de problemes
de P’analisi numeric. L’estudi de la quadratura ha estat ampliament desenvolupat per a
funcions d’una dimensié. Tot i que presenta moltes aplicacions en diverses arees de la
ciencia, el calcul numeric d’integrals en dimensions superiors no ha estat tan treballat, a
causa, principalment, de les dificultats que comporta el fet d’haver-hi moltes més regions
d’integracié que en el cas 1-dimensional.

En aquest estudi es desenvolupa la quadratura en dues variables, explicant amb detall
alguns dels metodes que es poden utilitzar i presentant resultats practics per a recolzar
els conceptes teorics.

Concretament, es desenvolupen les férmules producte de quadratura, utilitzant els
resultats de dimensié 1 per a arribar a metodes valids 2-dimensionals. Principalment,
s’usen el metode de quadratura de Simpson i la regla dels Trapezis 1-dimensionals per a
estendre’ls a integrals sobre regions rectangulars del pla.

Finalment, s’introdueix i es treballa amb el concepte de quadratura adaptativa, que
té com a objectiu disminuir el cost i augmentar I’eficiencia computacional de les férmules
producte, tenint en compte la naturalesa de la funcié a les diferents zones de la regid
d’integracio.
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1 Introduccio

El projecte
Motivacio

L’ambit de ’analisi numeric i la programacié m’han resultat interessants al llarg del grau.
Es per aixd que volia un tema que relacionés aquestes dues arees. Per tant, agraeixo que
el meu tutor em proposés la quadratura en dues variables, ja que he pogut treballar i
ampliar conceptes treballats al grau de molt interés per a mi.

Objectius

L’objectiu d’aquest estudi és desenvolupar alguns dels metodes de quadratura en dues
variables, ampliant aixi la teoria treballada al grau sobre la quadratura en una variable.
Especial i concretament, és interessant veure el concepte dels algorismes adaptatius, per
tal d’entendre que, tot i que un programa sigui correcte, hi poden haver altres formes de
resoldre’l, de manera que alguna d’aquestes pot ser més eficient.

A banda dels objectius matematics, el treball és una bona oportunitat per a fer recerca
i saber quines fonts bibliografiques poden ser interessants per assolir els objectius. A més,
és interessant per a aprendre a escriure un estudi matematic amb correccié.

Estructura de la Memoria

El treball esta estructurat en 7 seccions; sent a partir de la segona on comenca el cos de
Iestudi.

En un primer moment, a les seccions 2 i 3 es presenta un resum dels conceptes claus de
la interpolacié i la quadratura en una dimensié vists al llarg del grau a Metodes Numerics.
Aquests resultats sén necessaris per a I'estudi 2-dimensional, que comenca en la seccié 4.

A continuacié trobem les seccions 4 i 5, que aqui presentem conjuntament per la inter-
relacio del seus continguts. L’estructura és similar a 'anterior: a la secci 4 es presenten
resultats sobre la interpolacié en dues variables, treballant sobre regions rectangulars, i es
mostren el polinomi interpolador de Newton i de Lagrange; a la seccid 5, s’introdueix la
quadratura en dues variables, ’estudi de les férmules producte i la quadratura en altres
regions del pla.

Finalment, a la seccié 6 es desenvolupen els algorismes adaptatius. Cal destacar ’a-
partat de resultats, que és una comparacio de 'eficiencia de les férmules producte amb
els algorismes adaptatius.

A la seccié 7 es presenten les conclusions de 'estudi.

A la seccié 8, lannex, es pot consultar el codi dels algorismes adaptatius, aixi com
algun altre programa per recolzar i presentar resultats relacionats amb la teoria.



2 Interpolacié en una dimensio

Per tal de poder comencar a treballar amb la interpolacié en dues dimensions, és important
recordar conceptes claus de la interpolacié vists al llarg del grau, ja que més endavant
veurem que farem tUs de diversos resultats per a extendre el concepte de interpolacié a
dues dimensions. Per aquest motiu no s’inclouen demostracions.

Enunciat

Donades unes dades (z1,y1),..., (Zn,Yn), o0 z; # x;j si i # j. Els valors y; poden ser
les imatges de z; per una funcié coneguda f: [a,b] C R — R. En qualsevol cas, volem
trobar una funcié g complint g(x;) = y;.

2.1 Interpolacié mitjancant polinomis

Una manera habitual de tractar les dades (x1,y1),..., (Tn,yn) esmentades és mitjangant
funcions g d’espais de funcions amb propietats conegudes, que siguin comodes de treballar.
Un exemple d’aquests espais de funcions sén els polinomis. Per a dimensié 1 tenim
existencia i unicitat, i anomenarem el polinomi dnic que interpola les dades polinomi
interpolador.

Esa dir, donats x1, ..., x,+1 punts diferents dos a dos. Per a valors arbitraris y1, ..., Yn+1,
3! polinomi de grau < n, p, que s’anomena polinomi interpolador, tal que p(z;) = y;
Vi=1,...n+1.

2.2 Error en la interpolacié polinomial

Siguin z1,...,pyr1 € R.

Sigui f una funcié amb n + 1 derivades continues en 'interval tancat més petit que
conté x,x1, ..., Tnt1, que anomenarem I. Si p és el polinomi interpolador, aleshores:

Fr(e)

m(x_wl)“'(x—ﬂ?nﬂ)a on¢=¢(x)el

f(z) —p(z) =

En el cas de tenir punts equiespaiats a interpolar, que és un cas comu en la interpolacio,

b—a
Perror es pot estimar. Siguin x, ..., z, punts en Uinterval [a,b] € R. Sigui h = —— de
n

manera que x; = a + ih.

Teorema: Si f € C"*!, per = € [a,b], I'error de truncament es pot estimar:

hn+1

_ e | D)
7@) =) < gy o [0



2.3 Metodes per calcular el polinomi interpolador

Per tal de calcular el polinomi interpolador que resol el problema de la interpolacié, s’han
desenvolupat diversos metodes. En aquesta seccié recordarem els metodes de Newton i
de Lagrange. Aquesta seccié és molt rellevant, doncs aquests metodes seran utilitzats en
la interpolacié en dues variables, tal i com es veu en els apartats 4.2 i 4.6.

2.3.1 Meétode de Newton

Donades unes dades (z1,91),-.-, (Tnt1,Ynt1)-

Observacio:
Sigui p(z) el polinomi interpolador d’aquests punts (x;,y;). Si escrivim:

px)=cotc(z—z1)+...+ep(z—z1) - (. —x0) = = flo1, .o, Tht1]
Definicio

flzo, ooy xpaa] — flx1, ..., k)
Tp+1 — 21

f[xh "'7$k+1] =

Teorema:

Si f és n vegades derivable amb derivades continues en l'interval I tancat més petit
que conté x1, ..., Tpy1, aleshores 3¢ € 1 tal que:

fm()

n!

f[l’l, cony $n+1] =

2.3.2 Metode de Lagrange

Donades unes dades (z1,y1),+, (Tnt1, Ynt+1)-
Definicié:
n+1
Es defineix el polinomi interpolador de Lagrange com: p,(x) =: Z y;li(z), on:
j=1

Observem que:



3 Quadratura en una dimensio

3.1 Enunciat

El concepte de quadratura fa referéncia a la integracié numerica. Veiem-n’he I’enunciat
del problema:

b
Donada f: [a,b] C R — R, volem calcular / f(x)dx. Aproximem f mitjangant el
a

polinomi interpolador p en punts xg, ..., T, i.€:

b—a

x; =a+th,on h =

Per tant, es pot esperar que:

3.2 Error de truncament

Definim l’error de truncament com:
b b b
R = [ f@do~ [ pa)ds = [(f@) - pla))da
a a a

Utilitzant el resultat de ’error de la interpolacié vist a la seccié 2.2, resulta que:

b€ ()
RT:/a W(m—xo)--'(x—xn)dx

on &(x) € (a,b).

3.3 Férmules de Newton-Cotes

Les féormules de Newton-Cotes sén una familia de férmules per a la quadratura que es
basen en avaluar 'integrand a n + 1 punts equiespaiats.

N’hi ha de dos tipus: tancades, que fan servir el valor de la funcié a tots els punts,
i obertes, que no fan servir el valor de la funcié als extrems. L’expressié general de les
férmules tancades és:

b n
/ fla)do ~ > wif(x;),
a i=0

(b—a)

n

r; =th+x9, h =

En les segiients seccions veurem exemples de formules tancades.



3.3.1 Férmules simples

Regla del trapezi

Considerem el cas simple en que interpolem en xg i . Es a dir, xg = a,x1 = b i, per
tant, h = b — a.
fi—fo
h

Interpolant, pi(z) = fo + (z — xp). Aleshores:

b h
/ f(z)dz = §(f0 + f1) + Rr

Usant 'apartat 3.2, s’obté l’error en la integracio i, de fet, es pot demostrar que:

1
Rp = —Ef”(g)h‘g, on ¢ € (a,b).

Regla de Simpson

Suposem que volem solucionar el problema d’integracié numerica amb els nodes inicials

b—a
o, X1, X2 1 els seus respectius valors per f, fo, f1, fo. Observem que, per tant, h = 5
Aleshores:
b h
/ f(z)dz = g(fo +4f1 + f2) + Ry
a
on:
h5
Ry = —%f(4)(g) ,on ¢ € (xg,x2).
3.3.2 Férmules compostes
Idea
Es tracta de realitzar una particié de l'interval inicial [a, b] en n+1 punts a, 1, ..., Tp—1, b.
b—a
Per tant, h = ( ) De manera que:
n

b n—1 Tit1
/ f(x)dx = Z/ f(x)dx, on zg = a,zy, =bixiy1 — x; = h.
a i=0 v T

Ara doncs, ja podem aplicar les férmules simples a cada un dels termes del sumatori,
per tal d’obtenir I’aproximacié a la integral.



Regla composta dels trapezis

Apliquem la férmula dels trapezis a cadascun dels termes del sumatori. Es pot demos-
trar que:

b—a

b
/ f(z)dx = T(h) — Th?f” (<), on s € [a, b].

on T'(h) = h(;fo + i+ faor + ;fn)

Regla de Simpson composta
Sigui n = 2m el nombre de subintervals en Uinterval [a,b]. Apliquem la regla de

T2i42
Simpson simple a les integrals / f(x)dz, de manera que s’obté:
24

b—a

b
/ f(x)dz = S(h) — Tsoh‘lf(“) (<), on < € [a, b).

m—1 m—1

h
on S(h) = (fo+4)_ fair1 +2 Y foi + fom).
=0 =1

3.4 Algorismes adaptatius en una dimensié

Les regles compostes de quadratura divideixen U'interval inicial I = [a, b] en n subintervals
i, en cada un d’ells, s’aproxima la integral de la funcié utilitzant una regla de quadra-
tura. Aquest métode no té en compte la naturalesa de la funcid, ja que sol passar que
certs intervals generen un error més petit on la funcié és més plana i, per tant, no calen
subdivisions tan acurades. Es per aquest motiu que s’introdueix el concepte de quadra-
tura adaptaiva, que precisament té com a objectiu solucionar aquest problema. Aquests
algorismes segueixen el segiient procediment:

b
1) Calcul numeric de S = / f(x)dx mitjangant una regla de quadratura.
a

a+b a+b
2) Divisi6 de I en dos subintervals I; = |a, ?], 2 =]

,b] i calcul de S; :/ f(x)dx
1;
mitjangant una regla de quadratura.

3) Comparaci6 de S; + S2 amb S. Si el resultat és prou acurat, el donem per valid.
Si no ho és, tornem al pas 1) per a cadascun dels intervals I;.

Tot i que en una dimensié no veurem amb detall I’algorisme, veiem el resultat d’utilitzar
Trapezis adaptatius en una dimensié per a la funcié f(x) = e”sin (x) per tal de mostrar
graficament ’objectiu de lalgorisme. Els resultats s’han pres per I = [—1,4] amb un
error demanat de e = 1073,
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exp(x)*sin(x)
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Figura 1: Punts avaluats

En aquest grafic es pot observar la funcié f(z) = e”sin (x) en verd, i els punts on s’ha
avaluat la funcié durant ’execucié del programa en color vermell.

Notem que, en les zones on la funcié és més plana, s’han requerit menys avaluacions
que en les zones on la funcié té pendent elevat.

4 Interpolacié en dues variables

4.1 Introduccid

Un cop vists els conceptes i alguns dels metodes utilitzats en la interpolacié en una
dimensid, podem considerar el cas 2-dimensional. Un dels principals problemes i motius
pel qual la teoria sobre la interpolacié en dimensions superiors no esta tan desenvolupada
com la interpolacié 1-dimensional és la falta d’unicitat. Es a dir, a diferéencia del cas de
dimensié 1, on hi ha la unicitat del polinomi interpolador, en dimensions superiors, per
norma general, no hi ha un sol polinomi interpolador.

Per exemple, suposem que tenim un conjunt de punts p;;:(z;,y;) en R2. Tenim una
funcié f : R? — R, i volem interpolar f. Imaginem que tots els punts (pij, f(pij)) € R3 es
troben en una recta a R? (veure figura 2), aleshores existeixen infinits plans que contenen
la recta (veure figura 3) i, per tant, no tenim unicitat.

Figura 2: Punts en l'eix y Figura 3: Plans z= Az, A € R



A la figura 2 veiem lexisténcia d’infinits plans {z= Az, A € R}, és a dir, infinits
polinomis P(x,y)=Az que interpolen f en els punts de la figura 2.

Ens restringirem a interpolar en rectangles, i.e, en regions senzilles, de manera que
podrem demostrar la unicitat i veure resultats concrets.

@l

Y (4, 95)

=Yg

Figura 4: Regi6 G

G={(z,y) eR?|a<z<b c<y<d}

Agafarem n+1 puns en [a,b] i k41 punts en [c, d]. Aixo déna un total de (n+1)(k+1)
punts. L’objectiu és, donats uns valors f;;, trobar un polinomi p € P, tal que:

p(xi,y;) = fi; Vi=0,...,n,7=0,.. k.

Cal remarcar que, similarment al cas de dimensié 1, els valors f;; poden correspondre
a les imatges de (z;,y;) per una funcié coneguda f : [a,b] x [c,d] — R.

Usarem molts resultats explicats en la seccid 2.

4.2 Existencia del polinomi interpolador

Usarem el polinomi interpolador de Lagrange per a una dimensié introduit a 2.3.2.

Notacié 1. [,5(x) = H

X
v=0,v#s

T — T,

s — Ty

Primer de tot calculem els polinomis de grau n l,;(x) Vi € {0,...,n}. Calculem també
els polinomis l3;(y) de grau k V j € {0,...,k}.

Definim:

U (2,y) = Li(2) ks (y)

Finalment, definim el polinomi:

pla,y) = Y filif (@,y)
0<i<n
0<j<k

Veiem que, efectivament, p compleix la condicié d’interpolacio.



Cal comprovar que, donat x,, i y, qualsevol, amb m € {0,....n} i u € {0,....,k}, es
compleix que p(%m, yu) = fmu

p(xmayu): Z fzyl?]k('fmyyu)

0<i<n
0<5<k
Per casos:
e Sii#m
n
Ty — Ty
lzk(xma Yu) = lm('xm)lk](yu) = H h ' lk](y“) =0
v=0,v#i ! v
e Sij#u
ks Yu — Yv
8 (@ ) = (@)l () = i () —, Y
v=0,v#£j Yi Yv

e Sit=m,j=u

k
Tm — Ty u — Yv
I ) = b)) = [ 2 [ Bt o

Per tant, p(m, Yu) = fmu-

A més, notem que p(z,y) és un polinomi de grau com a molt n en x i com a molt k
en y.

4.3 Unicitat del polinomi interpolador
4.3.1 Matriu de VanderMonde

Per tal de demostrar la unicitat del polinomi interpolador, cal coneixer la matriu de
VanderMonde, aixi com alguna de les seves propietats.

Definicié. Diem que V matriu m x n és una matriu de VanderMonde si és de la forma:

1 ay o . . . ot
1 a9 a% L. ag_l
1 am o2 an-t



Proposicié.

Demostracié.

1 a1
1 a9
1 o,

Restant la fila 1 de la fila j, el determinant és equivalent a:

1
0

0

(65} Oé%
Qo — (1 Oé% — Oé%
Qp — O Oz% — Oz%

n—1
‘1)‘1
e
Qg

Ara, sense canviar el valor del determinant, fem, en ordre:

e Columna n= (columna n) - (columna n-1) a; .

e Columna n-1= (columna n-1) - (columna n-2) a;.

El primer pas:

1 aq
0 a9 — (1
0 a,—a;

2
a7

2 2
Gy — aq

0

Qnp — Qg

n—1
(g
n—1
(o
af
2 2
Qp — 07
2 2
ap — 07

— o

n—1

o/f_l — 0/1‘_2041
o) = (a7
oy ) — (o

0

e Columna j= (columna j) - (columna j—1) a;.

e Finalment, columna 2= (columna 2) - (columna 1) a;.

10

Si V;, és matriu de VanderMonde n x n i a; # o Vi # j = det (V},) # 0.




El resultat és:

1 0 0 .o 0 0
0 as—an (we—aj)ae . . . (2— al)ag_3 (g — al)ag_Q
0 an—a1 (an—aq)a, . . . (ap—a)a 3 (ap —ag)an™?2

Observem que, excepte la primera fila, la k-éssima fila té a — o1 com a factor com.
Per tant, el determinant és equivalent a:

10 0 . o
01 ag . . . a2 a2 %2
n n
det (V) = H(ak —ay)|” 0 = H(ak — )
i1 e P . .
01 ap . . . an2 L an On

n

Observem, doncs, que el resultat ha estat: det (V},) = H(ak — aq)det V,—1. Seguint

el procés es demostra que:

1<i<j<n

Es dedueix que, aleshores, el determinant és diferent de zero si els elements «o; sén
diferents dos a dos.

4.3.2 Unicitat del polinomi interpolador

Teorema. Existeir un unic polinomip € P, de grau com a mazim k eny i de grau com
a mazim n en x que satisfa les (n + 1)(k + 1) condicions d’interpolacic.

La demostracié deriva de la unicitat de la interpolacié en una dimensio.

Sigui el polinomi interpolador ¢(x,y) Z Z ay;x” Y’
v=0 j=0

k

Per a tot i =0, ...,n: ¢(y) := q(x;,y) = Z Zawx Y = way

7=0 v=0

Per tant, ¢; sén polinomis d’una variable. A més, Vi € {0,..n}, ¢; interpola els
valors fi;, j = 0,...,k. Podem utilitar el resultat d’unicitat del polinomi interpolador de
dimensi6 1, de manera que els polinomis ¢;(y) sén tnics. Finalment, d’aqui es conclou

n

que els coeficients b;; = E ayj; sén unics.
v=0
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Falta demostrar que els coeficients a,; sén tnics.

Per a cada 0 < j < k: Za,,jx;-’:bij,vogign

v=0

Per exemple, per 7 = 0 tenim:

0
boo xg xg aoo
0
b10 X 1 x? aio
= X
bno :U% xpy ano

Per tant tenim un sistema amb una matriu quadrada de VanderMonde, on els coefi-

cients x; sén diferents dos a dos. Utilitzant el resultat vist a ’apartat 4.3.1 tenim que
la matriu té determinant diferent de zero. Aleshores el sistema té solucié unica, i.e, els
coeficients a,; sén tnics. Finalment, se’'n dedueix que el polinomi interpolador ¢(z,y) és
Unic.

4.4 Exemple

Imaginem que rebem una serie de punts (z,y, z). Utilitzem el polinomi interpolador de
Lagrange vist a la seccié 4.2. En aquest exemple he usat la funcié f(z,y) = sin (z + y)

per a obtenir els valors z.

Yj

0.412118485

-0.544021111

0.420167037

0.65028784

-0.279415498

-0.756802495

-0.958924275

-0.544021111

-0.999990207

0.990607356

-0.287903317

0.656986599

T 2 3 6 8 -1 -3 2

1

2 -0.756802495 | -0.958924275 | 0.989358247 | -0.544021111 | 0.841470985 | -0.841470985 | 0

3 -0.958924275 | -0.279415498 | 0.412118485 | -0.999990207 | 0.909297427 | 0 0.841470985
4 -0.279415498 | 0.656986599 | -0.544021111 | -0.536572918 | 0.141120008 | 0.841470985 | 0.909297427
5 0.656986599 | 0.989358247 | -0.999990207 | 0.420167037 | -0.756802495 | 0.909297427 | 0.141120008
6 0.989358247 | 0.412118485 | -0.536572918 | 0.990607356 | -0.958924275 | 0.141120008 | -0.756802495
7

8

-0.958924275

-0.279415498

A Tannex es pot consultar el codi que evalua el polinomi interpolador de Lagrange

en un punt (z,y) després de llegir aquesta taula. Observem ara una taula de resultats,
donant punts (x,y) arbitraris i comparant el valor de sin (x + y) amb el valor interpolat
al programa.

| Punt (z,y) | Valor interpolat | sin (z +y) [ error
(2.5,3) —0.703332 —0.70554 | 2.208298 - 1073
(45,6) ~0.87981 ~0.8707 | 1.214028 - 102
(2.1,3.1) —0.893607 —0.883 1.015272 - 102
(—1,2) —23.07 0.84147 | 23.9159

Taula 1: Valors de f(z,y) = sin (z + y)

Observem que, en 'iltim cas, com que hem donat una cordenada z prou distant de la
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resta de coordenades z;, el valor de sortida té un error gran respecte del valor sin (1). De
fet, el valor interpolat no pertany a [—1,1].

4.5 Error en la interpolacié

Obtindrem l’error a partir de 'error en la interpolacié d’una variable explicat a la seccid
2.2.

Definim:

M=

o (Pyf)(z,y)=) f(=,yj)lk;(y)

.
Il
=)

o« (Pf)@y) =3 Fln y)l (@)
v=0

Fixat € [a, b], P, f és el polinomi que interpola f(z,y) en els punts o, ..., yx. Succeeix
el mateix a P, f per a y € [c, d] fixat.

Recordem que el polinomi que interpola al conjunt de punts (z;,y;) de G és p, que es
pot expressar com la composicié dels dos polinomis que acabem de definir. Es a dir:

(Pf)(X7Y)::PI(ny)(xa y) = ﬁ($7 y)

Si f € C"TF2(@), aleshores:

Sigui ||| la norma subinfinit. Recordem que || f||=sup|f(z)|.
Lf = PrF<IIf = Pyfl + 1Py f = Pfll

Acotem els dos termes de 'expressié. Donat que P, f és el polinomi interpolador de
f en els punts yq, ..., Y, aleshores podem aplicar la férmula de ’error en una variable, de
manera que obtenim:

8k+1f
ayk+1

If =Pl <5 Pyt on hy = max |y =yl

0<j<k—1

(k+1)

Falta acotar | Py f — Pf].

|\Pyf—Pfl =||Pyf—Ps(Pyf)l|1, tenim I'expressié de 'error del polinomi interpolador
P, interpolant P, f. Per tant:

(P, f)
Oxntl

1Pf ~ PfIl < 5

htl on hy := max |z,41 — x|
x ) T 0<p<n—1 v+ v

(n+1)

Observem que:

k
o (Z i, yj>zkj<y>)
"Ry f) =0 _p

g+l Jan 1 =

(3”+1(f)>

axn—‘rl
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an—i—l

Aquest iltim terme és el polinomi que interpola com a funcié de y, i aleshores:

Oxnt1
8n+1(f) _p (an+1(f)) < 1 an+k+2(f) B+l
dxntl Y\ 9zt )| = 4(k + 1) || Qzntioyk+1]| Y
Finalment, doncs:
an+1(ny> 8"+1(f) 1 8n+k+2(f) el
Oxntl — || 9gntl 4(k + 1) a$"+18yk+1 Y
L’expressi6 final de la cota de l'error és:
M f N )
—_ P < hk+1 hn+1
If fll = 4(k + 1) || OyktL]| Y 4n+1)| Qantl || * +
n+k+2
+ 1 o (f) pntlpk+1
16(k + 1)(n + 1) ||0zntloyktL|| "® Y

4.6 Polinomi interpolador mitjancant el polinomi de Newton

Fins ara hem vist el polinomi interpolador per a demostrar la seva 'existencia fent ds del
polinomi interpolador de Lagrange d’una dimensié. Veiem ara un altre metode. Es tracta
d’utilitzar el polinomi interpolador de Newton en una variable. Recordem que seguim
treballant en la regié tancada G.

Primer de tot considerem que y és fixa, de manera que podem interpolar pels n + 1
punts x;.

El polinomi resultant seria:

(1) p(x,y)= Zwi_l(m)f[:vo,xl,...,xi;y], on wi(x) = 1, wi(x) = wi—1(x)(x — x;),
=0
1=0,1,..;

Ara falta determinar les funcions f[zg, x1, ..., z;; y]. Ens les mirem com a funcions de y,
de manera que podem interpolar en els punts v, ..., ¥ mitjangant les diferencies dividides
de Newton per a una variable.

k
(2) flzo, 21,y zisyl= ijfl(y)f[fﬂo,xl, s Ti3 Y05 Y1 - Yj -
=0

Finalment, substituint (2) en (1), podem trobar ’expressié final del polinomi interpo-
lador.

Veiem el metode per al cas en que tenim quatre punts (xo, yo), (zo,y1), (z1,%0), (1, y1)-

pv)= floos] + fleo,zrivl(e — z0)= flao,p)4 D IID )
1= 2o
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Fro,9) = Floo,0) + Floosuo, i)ty — ) = Fan,ge) + LTz

D’altra banda:

F(x1,90) — f(z0,0) fuy)—f(zoy1) _ f(z1,y0)—f(z0,y0)

Flwo, z15y] =~ = L (y — o)
T1 — Tg Y1 — Yo
Finalment:
f(zo,y1) — f(xo,y0) f(@1,90) — f(@o,90)
p(x,y) = f(xo,y0) + (y —yo) + (z —x0)+
Y1 — Yo 1 — X0
f(xlayl) - f(x()vyl) . f(xlvy()) - f(x()vy())
+ 71— %o 120 (y — yo)(x — x0)

Y1 — Yo
Es pot comprovar que, efectivament, es compleixen les condicions d’interpolacio, i.e:
p(w0,y0) = f(w0,%0), P(z0,y1) = f(z0,y1), P(z1,%0) = f(21,90) i p(21,91) = f(21,91)-

Trobem ara una expressié per a l’error:

Recordem que I’expressié del polinomi interpolador de Newton en una variable en els
punts xg, ..., T és:

p(z) =co+ci(z —xz0) + ... +en(r —21) - (x — 2p_1), o0 ¢ = flzo, ..., Tp).

Observem que, si interpolem en un punt més z,1, només caldria afegir un terme més
a p(x). De manera que:

p(z) = f(xo) + flwo, v1](x — z0) + ... + fl@0, ooy Tpg1] (. — 20) - - (¥ — Tp)

Pero, si z,41 = z, aleshores podem trobar una nova expressié per a l’error:

f(@) — p(@) = ([ (@ — 2)))fleo, 1, o2,
j=0

Per tant, tornant al cas bidimensional, només hauriem d’afegir aquest terme correspo-
nent a l’error per a cada pas que interpolem, concretament en (1) i (2). D’aquesta manera
trobariem ’expressié exacta per a f(z,y).

Concretament, en (1) ens surt un terme d’error corresponent a fixar la y iinterpolar
respecte els n+ 1 punts z;. En (2) ens surt un terme d’error per a cada f[zg,x1, ..., Zi; Y]
corresponent a fixar x i interpolar respecte els k£ 4 1 punts y;.
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5 Quadratura en dues variables
5.1 Introduccié

b pd
Donada f : [a,b] x [¢,d] C R? — R, volem calcular / / f(z,y)dzdy. Similarment al

cas de dimensié 1 explicat en el Papartat 3, si trobem el polinomi interpolador p(z,y),
aleshores es pot esperar que:

/ab /Cdf(a:,y)d:cdy o~ /ab /jp(&y)d:z:dy

5.1.1 Principals inconvenients

Tal i com succeeix amb la interpolacié en dimensions superiors, la integracié numerica no
ha estat tan desenvolupada en dimensions superiors a 1. Un dels principals problemes és,
a diferéncia del cas 1-dimensional, la varietat de dominis d’integracié. Esa dir, en el cas 1-
dimensional existeixen tres casos pel que respecta als intervals d’integracid: intervals finits,
(a,b), intervals (—o0,a) o (a,00) i (—o0,00). D’altra banda, en el cas multidimensional
tenim moltes més regions d’integracié. Per tant, seguint amb l’esquema i donada la
complexitat esmentada, integrarem en rectangles de R?. Es a dir, continuem treballant
en la regi6 G = {(r,y) e R} | a <z <b, c<y<d}

5.1.2 Férmules producte

Cas general Suposem que tenim una regié B en l'espai euclidia r-dimensional amb
coordenades (1, ...,z,) i una regié U en 'espai euclidia s-dimensional amb coordenades
(Y1, .-, Ys). Suposem també que tenim una regla de quadratura R sobre B i una regla de
quadratura S sobre U.

R(f) = ijf(a:j) ~ / f(z)dx, on z; € B
j=1 B

S =3 ot (we) ~ /U g(y)dy, on yy, € G

k=1

Aleshores podem construir una regla d’integracié a B x U:

(Rx 9)(F) =5 wiunh(es, ) ~ / £, y)dady

j=1k=1 BxU
De fet:

Teorema. Si R integra f(z) exactament sobre B i S integra ¢g(y) exactament sobre U.
Llavors R x S integra exactament h(x,y) = f(x)g(y) sobre B x U.

Dem. h(z,y)dxdy = /
BxU BxU

F(@)g(y)dedy = /B f (@) dz /U g(y)dy =
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n m n

— ijf(xj) vrg(y Z wjvgh(zj,yp) = (R x S)(h)
j=1

k=1 j=1k=1

Cas bidimensional Tal i com acabem de veure, una regla producte s’escriu com el
producte de dues regles de cuadratura. Sigui G = [a,b] X [¢,d]. Es a dir, estem en el cas
particular del cas general en que B = [a,b] C R, U = [a,b] C R. Siguin R i S dues regles
de cuadratura a [a,b] i [c, d], respectivament.

Per tant, donada la funcié h:[a,b] x [¢,d] C R? — R integrable, aplicant el resultat
del cas general obtenim un regla d’integracié a G:

(R x 8)( ZZwZvJ Ti, Yj)

=0 j=0

Aquest resultat es pot interpretar també com, per a cada = € [a,b] fixada, definim
¢yt [e,d] — R com ¢, (y) := h(z,y). Observem que es tracta d’una funcié integrable.

k
Definim v : [a,b] — R com ¥ (z) = S(¢,) = Zvjh(a:,yj).
=0

Finalment:

R(Y) = sz(z fEuy] Zzwﬂ)] l‘u?/j = (R x S)(h)

i=0 j=0 =0 j=0

Trapezis producte compost Sigui G = [a,b] X [¢,d] i sigui {zo, ..., z,} una partici6

—a
de l'interval [a,b], de tal manera que z; = a + th, Vi € {0,...,n}, on h, = ——. Sigui
n
{yo, ..., yr} una particié de I'interval [c, d], de tal manera que y; = c+ jh), Vj € {0, ..., k},
, d-c
on hj, = ?

Donades f: [a,b] CR — R i g: [¢,d] C R — R funcions integrables, podem aplicar
la regla de trapezis compost vist a la secci6é 3.3.2. Per tant:
h n
To(f) = 7”2 (F(zioa) + f ()

= 1

Ti(g Z g9(yi-1) + 9(y5))

Per tant, donada la funcié ¢:[a,b] x [c,d] C R? — R integrable, podem aplicar el
resultat anterior.
h
Observem que, per a la regla de Trapezis, w; = 7“ per a x; = a,b, i w; = h, per a
h/
x; # a,b. Similarment, v; = 7k per a y; = ¢,d, i vj = h)_ per a y; # ¢,d. De tal manera
que:

n—1
(T % T(a) = % (aa.c) + glard) + alb.c) + gb.d) + 23 (a(aiee) + s, d)) +
=1
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n—1k—1

k—1
+2Z( (a5) + a(b,y3) + 43 > ali )

=1 j=1
Una expressio equivalent és:

(T » T’ h hk’

Z Z ( q(xi—1,yj-1) + a(@i—1,y5) + q(xs, yj—1) + q(x;, Z/j))

i=1 j=1

Observem que el valor de la funci6 en els punts (z;, y;) situats als vertexs del rectangle
[a,b] X [c,d] es multipliquen per 1, els punts situats a les arestes es multipliquen per 2 i,
els punts que es troben a l'interior del rectangle, es multipliquen per 4.

Simpson producte compost Sigui G = [a, b] X [¢,d] i sigui {zg, ...,z } (amb n = 2m)
una particié de linterval [a,b], de tal manera que z; = a + hyi Vi € {0,...,n}, on h, =
(b—a

. Sigui {yo, ..., yx} (amb k = 2t) una particié de U'interval [c, d], de tal manera que
(d—c)

yi=c+h,jVje{0,.. k}, onh = Z

Donades f: [a,b] CR — R i ¢: [¢,d] C R — R funcions integrables, podem aplicar
la regla de trapezis compost vist a la seccié 3.3.2. Per tant:

Notacié: f; = f(x;), g5 = g(yj)-

hn
Su(f) = ?(fo +afi+2fa+4f3+2fa+ . +4fn1+ fn)

!/

Sk(g) = gk(go +4g1 + 292 + 493 + 294 + ... +4gr—1 + fr)
Per tant, donada la funcié q:[a,b] x [c,d] C R? — R integrable, aplicant el resultat

anterior:
h 2h

Observem que, per a la regla de Simpson, w; = gn per a xz; = a,b, w; = Tn per a
. . 4hy, . . hy,
x; # a,b i parell, i w; = =5 per a x; # a,b i senar. Similarment, v; = - Per a
2h, 4h),

y; = ¢, d, vj = Tkper ayj #cdijparell iv; = Ykper a yj # c,dijsenar . De tal
manera que:

/ n/2—1
(Sn x Sp)(q) = fm (Q(aa ¢) +qa, d) +q(b,¢) +q(b,d) +2 Y (q(w2s, ) +q(w2, ) +
i=1

n/2—1 k/2—1
+4 Z 4(%2i41, ¢) + q(22i41,d)) + 2 Z (a,25) + a(b,y2;)) +

k:/2 1 n/2 1k/2 1 n/2-1k/2-1
+4 Z (a,y2j+1) +q(b, y24+1))+16 Z Z q(@2i41,Y2j+1)+4 Z Z q(2i,y25)+
1=0 _] =0 =1 :
n/2 1k/2 1 n/2-1k/2-1
+8 Z Z q(x2i41,Y25) + 8 Z Z $21,y2]+1)
=0 j=1 =1 j=
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Taula de resultats

2 2
Observem ara una taula que mostra resultats d’aproximar / / sin (z + y)dydz uti-
1 J1

litzant Simpson producte i Trapezis producte, fent variar el nombre n de nodes de la
particié de [a,b]. D’aquesta manera podem comparar els dos metodes. Consultar el codi
a ’apartat 8.3 de ’annex.

Tenim en compte que:

2 2
/ / sin (z + y)dzdy = —sin (4) + 2sin (3) — sin (2) ~ 129745 - 101,
1)1

Observacio: els resultats estan presos per n = k.

’ n \ Trapezis €T \ Simpson €S

10 1.295288 - 10~ 1 2.1618 - 10~* 1.297452- 10~ 1 | 1.443-1077
100 | 1.29742922-10~! [ 2.162413-107% | 1.297451-10~" | 1.441-10~ 1
1000 | 1.297450846 - 10~ ! | 7.585 - 10~ 14 1.297451 - 10~ " | 7.58559 - 10~ 14
5000 | 1.29745083 - 10~' | 8.66- 1010 1.297451 - 1071 | 2.8782 .10~ 12

2 2
Taula 2: Aproximacions de / / sin (z + y)dzdy
1 )1

Observacié Observem un resultat inesperat en els valors de la taula. Quan n= 1000, €g
té un error d’ordre 10~!. Caldria esperar, doncs, que, quan n= 5000, €5 tingués un ordre
més petit que 107, perd observem que l'error obtingut té ordre 10712, és a dir, un error
més gran. Aixo és degut al fet que, en augmentar el nombre de subdivisions n, 1’error
que correspon a la quadratura mitjancant el metode de Simpson compost disminueix,
pero lerror computacional en les operacions augmenta. Aixo ens indica que en el calcul
numeric cal tenir en compte quina precisié demanem, ja que pot ser que demanant-ne
menys, obtinguem un error més petit.

Error lh

Error computacional
Error total

Error quadratura

L

Figura 5: Grafic de 'error total

Com podem observar, arriba un punt en que, malgrat augmentar el valor de n, l’error
total augmenta.

Per tal de entendre-ho millor, i tenint en compte que ens sera de gran utilitat per a la
programacié dels algorismes adaptatius explicats en la seglient seccid, vegem les férmules
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producte en el cas n = 2 i k = 2, utilitzant la férmula de Simpson i, en el cas n = 1,
k =1, utilitzant la férmula dels Trapezis.

Trapezis producte simple Es tracta d’aplicar dues vegades la férmula dels trapezis
simples vist a 3.3.1. Es a dir:

//fxydmdyw/h(f(xc)+f(:vd / (2,0) + f(z, d))da=

_hghy

(£(a.0) + f(a,d) + f(b.) + F(b.d))
on: hy =(b—a)ihy=(d—c).

Es comprova que coincideix amb la férmula de trapezis compostos per n =1,k = 1.

Tractament de I’error Desenvolupem ara també el terme de ’error, que ens ajudara
a afinar I’algorisme Trapezis adaptatiu. Recordem que ’error en el cas 1-dimensional és:

1
Ry = = f"(h* on s € (a,0) i h = (b a).

Per tant:

:/b/df(a:,y)dyda::/ab(f(x’c);f(x’d)(d—c)—(d12c)3(;2y“§(¢)>d;c:

2, c) b (g b (d— )32
f - dﬂz—f—/ f ’d)(d—c)daz—/ d )ﬁ(w)d:c:

2 12 9y2

b, d—c)(b—a)?0? d b,d

: )If( = IRNCEL [T AR [ CUES (T W
(d— )(b—a)382f b(d—c)?0f
Ty a2 / g "
on,
v =19(y),ws =wi () 1wy =wa(z) € [a,b] X [c,d]
De fet, si escrivim: « su 82f(u)) ipg su an(”L/J) aleshores
, s vim: ag = — - : :
‘ we[a,b]g[c,d} dx? ‘ Vela, b}p[c q| 9y
b—a)(d—
-1 < O (a4 (a - 020)

Simpson producte simple Es tracta d’aplicar dues vegades la formula de Simpson
vist a 3.3.1. Es a dir:

h, hoh
[ [ eivae = [ 5(stw) + 4100 + 1o = 5 a0, +
4f(z1,90) + f(22,90) + 4f (w0, 91) + 16f (21, 91) + 4f (22, 91) + f(w0,y2) + 4f(x1,92) +

f(fvzayz)>

20



Es pot comprovar que coincideix amb la férmula de Simpson compost per n = 2,k = 2.

Tractament de ’error Desenvolupem ara també el terme de 'error, que ens ajudara
a afinar I'algorisme Simpson adaptatiu. Recordem que en el cas 1-dimensional és:

5

30 f(4)(a), ono=o(z) € (a,b)

b
/ f(z)dz = ;L(fa +4fc+ fy) + Rr, on Ry =

b—a d—
ih =

. Per tant:

I _/ / o, y)dydz _/ <Z(f(:c,c) + fle,s) + o, d) - gg:{:(@) do—

W b 1ot
4 -7 —
/ fxcd:c—i—/ fa:sdm+/ fa:ddx—i—/a %0 8y4(g)dx

=hLh+DL+1I3+1

Escrivim h =

, On:
h'h n h® 0%
L = 3 3<f(a c)+4f(e,c)+ f(b, c)) + 5(— 90&6{(61)» on €1 = e1(x) € [a,b] X [c,d]
4h'h An' o B°O*
b= 20 (0, 4450 ) 0.9)) + o~ o o E ). on e = (@) € [, x e d
h'h B R o*
I = == (fla.d) +4f(e.d)+ (b, d) )+ =( - %ax{( ), on e = es() € [a,b] x [e,d]
_ h15 64
I, = / 90 ay{f(cr)da:, on o =o(y) € [a,b] x [c,d]
84f 4
Si = “(e)| i Bo = —*(5)|, aleshores:
i anomenem «y ee[a?;]lxp[qd} 8:1:4(6) iBo Ue[;gg[c,d} oy (0)], aleshores
2h! h5 15
5011 < 2000 Doy

5.2 Canvi de variable

Imaginem que tenim una regié B € R? en coordenades x, i una regié estandard B’ € R?
en coordenades u, v; és a dir, tenim regles d’integracié per a la regié B'. Suposem també
que existeix un canvi de variable de B’ a B. Escrivim x = ¢(u,v),y = ¥(u,v).

Suposem també que ¢ i ¥ tenen derivades parcials continues i el Jacobia:

¢ 09
ou v
J(u,v) = #0,Y(u,v) € B
o oY
Ou v

Sigui la regla de quadratura a B’
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// h(u,v)dudv= Zwkh(uk,vk), on (ug,vg) € B

k=1

Aleshores:

//Bf(x??ﬂdmdy =/ A (00w0), (w0 (u,0)|dude ~

> wif (@ (wk, vr), W (ug, vp)) | (u, vr)| =D Wi f (zx, i), on:
k=1

k=1
zr = ¢(ug, i), Yr = Y (uk, vg) 1 Wi = wi|J (uk, vg)|

Exemple: Cas disc unitat En el cas del disc unitat, que es pot escriure com {(z,y) €
R? | 22 + y% < 1}, es tracta de calcular:

1 pVi-a?
1= [ ([ fadns

Si ho escrivim en coordenades polars, i tenint en compte que:

J(Ta ¢) =

sing rcos¢

cos¢ —rsin qb|

Llavors, usant els resultats generals, com r = 1:

/_11(/_\/\/11?7:;22 f(x,y)dy)dx= /027r /01 f(cos ¢, sin ¢)drde,

que és una integral sobre la regié rectangular [0, 27] x [0, 1], on podem usar els metodes
vists per tal d’obtenir una aproximacié.

5.3 Quadratura en regions elementals

Definicio:

Diem que una regié6 D € R? és elemental si és y-simple o z-simple. Una regi6 és y-
simple (analeg per z-simple) si esta acotada per dues funcions ¢;(x), ¢2(z). Podem veure
la grafica de la situacio:

yi= o1(x)

a b T

Figura 6: Regi6 elemental
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Siguin R i S dues regles de cuadratura a [a, b] i [¢, d], respectivament. Es a dir, donades
f:la,b) CR— Rig: [c,d] C R — R funcions integrables, aleshores podem escriure R
iS com:

R(f):=> w;f(z;), on w; € RVi € {0,...,n}
=0

k
S(g) == _vig(y;), on v; € RYj € {0, .., k}
=0

Per tant, donada la funcié h:[a, b] x [¢,d] C R? — R integrable, volem calcular:

b roa2(x)
1= ([ by
a Joi(x)

$2(x)

d
La idea és, fixada = € [a, b], transformar la integral / h(z,y)dy en / ha(x,y)dy.

¢1(x)
Aix0 ho podem realitzar mitjancant un cami, és a dir, mitjancant 1’aplicacio:

_ 92(z) — ()

we(t) == =0 (t—c)+ ¢i(x), on t € [¢,d]

Es pot comprovar que wy([c,d]) = [¢1(x), p2(x)].
_ $2(z) — di(x)

A més, W (t) =0 # 0Vt € [c,d].
Per tant:
¢2() [P a(x) — br1(2)]
/¢1(x) h(z,y)dy = /C Wh(m,wm(t))dt

Observacié: A priori podria semblar necessaria la condicié ¢o(z) > ¢1(x)Ve € [a,b],
per tal que W (t) # 0 Vt € [c,d] i poder fer el canvi en la integral. Aixo, pero, es pot
solucionar separant les integrals en els zeros de ¢2(x) > ¢1(z), de tal manera que sempre
es compleix aquesta o condicié, o bé ¢1(x) > ¢o(z). Finalment:

Al / ¢(()) piepin)ir= [ ([ B0, i

Es a dir, es tracta de la integral de ho(z, y) sobre la regié rectangular [a, d] x [¢, d]. Per
tant, ja podem aplicar la regla producte R x S, tal i com s’explica en la secci6 5.1.2.

Exemple Veiem l'exemple del disc unitat, que es pot expressar com C = {(z,y) € R? |
22 + 4?2 < 1}. Volem calcular:

1 V1—z2
1= ([ hewdyde
-1 J—v1—22

Observem que es compleix ¢1(z) = —v1 — 22 < ¢o(z) = V1 — 22 Vz € [a, b].
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V1—22(t)

Sigui [¢,d] = [0, 27]. Definim wy(t) := — V1—22=(V/1—22)(2t - 1)
Com que w!(t) = \/1;7:
1 Vi-a? 1 o
/1 (/ﬂ A, y)dy)dz = /1 ( ) V1= 22w, w, (1)) dt ) da

De fet, si h(z,y) = 1:

[ rwas)ae = ([T a)ae =2

5.4 Quadratura en altres regions

Un cop hem vist les férmules producte, podem desenvolupar un metode per tal d’apro-
ximar f(z,y)dydx a qualsevol regié U. Es tracta d’omplir la regié de subregions

U
rectangulars i, en cadascuna d’elles, aplicar les férmules producte i finalment fer la suma
total. Observem una imatge del procediment.

~

Figura 7: Regié U

Dificultats i error Observem que en aquesta ocasio tenim tres errors: en primer lloc,
I’error generat a 'omplir amb rectangles la figura; en segon lloc, 'error generat per cada
un dels rectangles en fer la quadratura utilitzant les férmules producte; i per ultim, cal
sumar l'error computacional en les operacions aritmetiques durant el procediment.

D’altra banda, la dificultat d’aquest méetode resideix en el pas d’omplir una regié amb
rectangles, ja que U pot tenir zones molt irregulars on la tasca sigui complicada i no sigui

possible fer una aproximacié de / f(x,y)dydx prou acurada.
U

Exemple A l'apartat 8.4 de 'annex es pot consultar el codi del programa que aplica
aquest procediment a qualsevol triangle rectangle. L’algorisme va omplint el triangle amb
quadrats de costat € (introduit per l'usuari) i calculant, mitjancant Trapezis producte,
I’aproximacié de la integral.

Observem aqui els punts equidistants on s’ha avaluat la funcié a la meitat de I'exe-
cuci i en acabar. S’ha avaluat la funcié f(z,y) = sin(z + y) en el triangle de vertexs
(0,0),(1,0),(0,1) amb e = 0.01.
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Figura 8: Punts avaluats a mitja Figura 9: Punts avaluats en finalit-
execucio zar

Taula de resultats

1 ol
Observem els resultats de / / sin(z + y)dydz.
0 JO

1 px+l
Tenim en compte que / / sin(z + y)dydz= sin (1) — cos (1)~ 0.3011686.
0o Jo

’ € \ Resultat \ Total Subdivisions ‘ Error ‘
10-T [ 0.1892736 | 36 1.11895 - 1071
1072 | 0.2894414 | 4860 1.172731 - 1072
1073 | 0.2999794 | 498586 1.189306 - 103

Taula 3: Aproximacions de fol 0x+1 sin(z + y)dydz

6 Algorismes adaptatius

Recordem que voliem aproximar la integracié d'una funcié f : [a,b] X [¢,d] C R? — R
mitjancant la integracié del polinomi interpolador. Ara bé, com ja hem vist, aquesta
integral ens donara un error respecte la integral de f. Els algorismes adaptatius tenen
com a objectiu aproximar la integral de forma que es disminueix el nombre d’avaluacions
de la funci6 necessaries.

De fet, la idea és equivalent a la del cas 1-dimensional explicat a 3.4. En els segiients
apartats farem el tractament de I’error per a implementar 1’algorisme.

6.1 Tractament de ’error
6.1.1 Trapezis adaptatius

Sigui f : [a,b] x [c,d] C R? — R. Anomenem h; =b—a, hy =d — c.

Tal i com s’explica en pas dos de 'algorisme a la seccié 6.2, es divideix la regié inicial
en 4 subregions, que anomenem Gj:
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(a+ 2% g

(o) T (b,d)

(-a) -
(a4 5} e+ ——)
% ba+LzL‘)) ha

(a, ¢) 0 (b, c)

L
et =g

hy

Figura 10: Subdivisié inicial

b pd
Anomenem [ = / / f(z,y)dzdy. De la seccié 5.1.2 podem extreure que, si S és la

a C
primera aproximacié de I mitjancant Trapezis, aleshores:

b} b 2f &

I-S ag+ ——Fp,on g = —5(w) 1Py = 8—y2(¢), on w, ¥ € la,b] X [c,d]

12 12 Oz?
Sigui Sy la suma de les quatre aproximacions [;,7 = {1, ...,4} mitjancant Trapezis de

cada una de les subregions de fig.10. De cadascuna d’aquestes regions G; tindrem un
error ¢; respecte de I;. De fet:

iyt Dyl 5 .y
€ = 232/ 122 a(()z) 232/ 122 SZ), on a(()z) = ?(wz) i ﬂoz) = W(wi), on w;, Y; € G;

Ara, suposem que es compleix: af) ~agi 56 ~ By Vi€ {1,2,3,4}:

hg(hl>3 hl(h2>3 1/hoh3 1,h1h3
I—Sg%4<2 2 a0>+4<2 2 BO>:< 2 1a)+1< ! 25@)

12 12 4\ 12 0 12
D I8 (I—§)= 5§~ —Sh2M1 - —3Mih
e manera que, I — Sy — (I — S)= 85— Sy = 1 1o 0 1 12 Bo

—4
Si escrivim, S — Sy & Tk, aleshores k ~ T(S —S).
Finalment: |1 — S| ~ |- (S — S»)| = ~5 —
inalment: |I — 2\“417( - 2)‘—3\ — S
Si volem |I — S| < e= |5 — Sa| < 3e.

1
A HléS, I— Sg ~ 5(52 — S)

Per tant, ja tenim una fita per al pas 3 de l'algorisme.

6.1.2 Simpson adaptatiu

Sigui f : [a,b] x [¢,d] C R? — R. Anomenem h; =b—a, hy =d — c.

Tal i com s’explica en pas dos de l'algorisme de la seccié 6.2, es divideix la regié inicial
en 4 subregions, que anomenem G; (veure fig.10).
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b pd
Anomenem I = / / f(z,y)dxdy. De la seccié podem extreure que, si S és la primera
a c

aproximacio de I mitjancant Simpson, aleshores:

20 (h%) h o'f o'f
= ( )ao + —2hfy, on g = —=(€) i fp = 87314

I1-S5
90 90 Ozt

(0), amb €,0 € [a,b] X [c,d]

Sigui Sy la suma de les quatre aproximacions I;,7 = {1,...,4} mitjancant Simpson de
cada una de les 4 subregions. De cadascuna d’aquestes regions G; tindrem un error ¢;
respecte de I;. De fet:

20 (R%) . B N DA
= f 2h5, on oy = @(ei) ig)= 87y4<0i)’ amb €;,0; € G;

€

90 “0 T 9o

Ara, si suposem que af) ST iﬂé ~ By Vi€ {1,2,3,4}:
h/

5
A (5) AN 1 20/ (h)® 1 2h(R')®
@ | +4{ 50725 ) = 5790 5 00

0

h
I -5~ 4(2h/ <§)5

290

D [ S ([ S)— §— G s 21’ (h)" (W)>2h
e manera que, I — Sy — (I — S)= S5 — QNE( %0 ap + o0 50)

15 16
Si escrivim, S — Sy ~ 1—6k:, aleshores k ~ 1—5(5’ —S9).

1
Per tant, ‘I— 52’ = |B|S — SQ|

Si volem |I — S3| < €= |5 — Sa| < 15e.

1
A més, I — Sy ~ B(Sg - 5).

Per tant, ja tenim una fita per al pas 3 de 'algorisme.

6.2 Algorisme

Els passos de ’algorisme soén:
1) Calcular la integral en el rectangle G = {(x,y) € R?| a <2 < b, c <y < d}.
2) Dividir aquesta regié en quatre subregions, i calcular la integral en cadascuna d’elles.

3) Comparar la suma S de les quatre integrals amb el valor I de la integral obtinguda
a G. En aquest punt ens trobem amb dues possibles situacions:

Sigui € I’error demanat:
Usant 'algorisme de trapezis adaptatius:

3.1) La diferéncia de S i I és més petita que 3¢ ; en aquest cas, donem per valid el
valor de la integral. Retornem S+ (I-S).

3.2) La diferencia de S'i I és més gran que 3¢; aleshores dividim la regié en 4 subregions
i tornem al pas 1 per a cadascuna d’elles.

Observacions:
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i) Si usem l’algorisme Simpson adaptatiu, aleshores només cal canviar 15¢ per 3¢ en el
pas 3.

i1) Cada cop que subdividim una regié en 4 subregions, l’error que es demana en cada
€
una d’elles és o onmneés el nombre de subdivisions fetes.
iii) Es tracta d’un algorisme recursiu.

Notem que, d’aquesta forma, obtenim una aproximacié valida de la integral optimit-
zant el nombre de crides.

6.3 Resultats

6.3.1 Taula de resultats

b pd
A continuaci6 es mostra una taula amb aproximacions de / / sin (z + y)dz, usant
a c
Trapezis adaptatius i Simpson adaptatiu, i fent variar 'error € per tal de veure com varia
Paproximacié. Els resultats es mostren a la regié G = [1,2] x [1,2]. Cal tenir en compte
que:

b pd
/ / sin (z + y)dz = —sin (b + d) + sin (a + d) + sin (b + ¢) — sin (a + ¢),

2 2
per tant / / sin (xz + y)dz ~ 0.1297450846
1)1

’ € ‘ Trapezis ‘ errorr ‘ Simpson errorg

1073 | 0.12974489 1.956176 - 10~7 | 0.12974494 1.396405 - 107
107° | 0.1297450846 | 2.247 - 1013 0.1297450848 | 2.366518 - 10~ 10
1077 | 0.1297450846 | 1.831-10~1° 0.1297450845 | 2.2416 - 10~ 12

2 2
Taula 4: Aproximacions de / / sin (z + y)dx
1 J1

6.3.2 Representacié dels punts

En aquesta seccié treballarem amb les funcions sin (x + y) i e~ (@) sin ((z2 4 y?)7).

En el cas de la primera funcié treballarem en la regié6 Gi = [1,5] x [1,4], i en el de la
segona Go = [—0.5,2] x[-0.5, 2]. Observem el grafic d’ambdues funcions en les respectives
regions.
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Sbboo000000
Tion DA o

Figura 11: Grafica de sin(z + y) a Figura  12: Grafica  de
G e~ (@) gin (22 4 y2)7) a Gy

Mostrem ara una imatge que representa els punts en que s’ha avaluat cada una de
les funcions en l'execucié del programa Trapezis adaptatius. D’aquesta manera es vol
emfatitzar 'objectiu de 'algorisme, i veure com, depenent de la naturalesa de la funci6 a
cada regid, han estat necessaries més avaluacions.

Figura 13: Representacio dels punts Figura 14: Representacio6 dels punts
avaluats avaluats

Mostrem ara una imatge que representa els punts en que s’ha avaluat cada una de les
funcions en 'execucio del programa Simpson adaptatiu.

Figura 15: Representacié dels punts Figura 16: Representaci6 dels punts
avaluats avaluats

6.3.3 Comparacié

En aquest apartat es vol comparar els programes de Trapezis i Simpson composts amb
Trapezis i Simpson adaptatius. D’aquesta manera es vol emfatitzar la utilitat dels algo-
rismes adaptatius per la seva eficiéencia. La taula compara el nombre d’avaluacions totals

2 2
de la funcié f que han calgut per arribar a I’aproximacio de / / sin (z + y)dydx, amb
1 J1

un error € similar.
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| €r | Trapezis | Trapezis adaptatius | €S | Simpson | Simpson adaptatiu

104 | 400 20 10-7 | 121 45
10-% | 40000 148 10~ 11 | 10201 765
10~% | 4000000 | 1108 10~1% [ 1002001 | 11277

Taula 5: Comparacié metodes compostos i adaptatius

Es pot observar clarament 'eficiencia dels algorismes adaptatius implementats.

6.4 Interficie grafica

Donat que el codi en C només serveix per aproximar la funcié que esta implementada
en elmoment de I'execucid, és a dir, de forma no interactiva, la segiient interficie grafica
proporciona a l'usuari l'opcié de introduir la funcié f(z,y) que desitja, aixi com la regi6
[a,b] x [c,d] i Verror €, de tal manera que es calcula Paproximacié de [ : i) cd sin(x + y)dx
mitjancant Trapezis adaptatius i es mostra per pantalla. A I'annex es pot consultar el
codi en Java. Mostrem ara una imatge de la interficie, i continuem amb ’exemple de
sin(x + y) per tal de comparar el resultat. Cal esmentar que, quan 'usuari introdueix
dades erronies, el programa mostra per pantalla un missatge d’error indicant-ne el tipus.

INTEGRALZIO NUMERICA _ %

lafs  Flef2  Fe oot |
3 (N ©3 C.

0.129745040194975

_arcsin_| | sin |
arocos | [ cosn || x f | + ]
ardtan | | tann || - f [ 1]

Figura 17: Interficie grafica

Cal destacar que la gran dificultat era transformar la funcié introduida per 1'usuari
(String) en una funcié. Per tal de fer aixo he utilitzat un parser. A la bibliografia es pot
consultar I’enllag a la pagina web per a més informacié del seu us.
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7 Conclusions

En aquest estudi hem desenvolupat la interpolacié i quadratura en dues dimensions. Degut
que la quadratura és un problema amb moltes aplicacions a diferents arees de la ciéncia,
he pogut obtenir informacié sobre el tema a partir de diverses fonts.

Concretament, hem vist alguns dels metodes d’interpolacié i quadratura en dues di-
mensions, fent s de resultats més coneguts en una dimensié. Al llarg de 'estudi, s’adjun-
ten resultats de caire practic, que tenen com a objectiu recolzar els metodes presentats.

Un cop finalitzat el treball, he pogut comprovar la rellevancia de fer un ds optim de
la programacio en les matematiques. En aquest cas, es pot observar 'optimitzaci6 de la
quadratura mitjancant els algorismes adaptatius, emfatitzant el fet que s’aconsegueixen
resultats igual de precisos amb més eficiencia.

Finalment, no m’agradaria tancar aquest treball sense dir que fer-lo m’ha demanat
i m’ha ofert una bona oportunitat per a aprendre. En primer lloc, el desenvolupament
del treball m’ha exigit desenvolupar el rigor propi d’un treball universitari: rigor en la
recerca bibliografica, en la comprensié de les idees, en el tractament de la informacid
i en la seva exposicié; en segon lloc, aquest treball m’ha ofert una gran oportunitat
per ampliar els meus coneixements sobre les matematiques, especialment en ’ambit dels
metodes numerics.
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8 Annex

Programes en C:

En els programes segiients treballem amb f(x,y) qualsevol. De fet, gran part dels
resultats al llarg de la memoria han estat presos per f(z,y) = sin(z + y).

double f ( double x, double y) {
double z;
z = sin(x+y);
return ( z );

8.1 Trapezis adaptatius

int it=0;
FILE* fitxer;

double f ( double x, double y );

double trapezi ( double ( *f ) ( double, double ), double a, double b, double
c, double d);

double adapTrapezi ( double ( *f ) ( double, double ), double a, double
b,double c, double d, double eps, double sum);

int main ( void ) {
double a, b,c, d, eps, trap, adap,error;

fitxer= fopen("punts", "wt");

printf ( "doneu interval (a, b) = \n" );
scanf ( "%1f %1f", &a, &b );

printf ( "doneu interval (c, d) = \n" );
scanf ( "%41f %1f", &c, &4 );

printf ( "doneu tolerancia eps = \n" );
scanf ( "%1f", &eps );

trap = trapezi ( f, a, b, ¢, d );
adap = adapTrapezi ( f, a, b, ¢, d, eps, trap);
error= adap-(-sin(4)+2*sin(3)-sin(2));

printf ( "Al aproximar el valor de la integral de sin(x+y) al rectangle (a,
b) = (%23.15e, %23.15e)x (c, d) = (%23.15e, %23.15e) \n", a, b, c,d );

printf ( "usant Trapezis Adaptatius amb tol=%23.15e obtenim el valor =
%23.15e \n", eps, adap );

printf("s’ha fet un total de %d avaluacions de la funcio\n", it);

printf("L’error es de: %le\n", error);

fclose(fitxer);
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return O;

}

double adapTrapezi ( double ( *f ) ( double, double), double a, double b,double
c, double d, double eps, double sum) {

double esqa, esqb, dreta, dretb, z, t, adap, suma;

fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", a, c, ( *f ) (a, c ));
fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", a, d, ( *f ) (a, d));
fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", b, c, ( *f ) (b, c ));
fprintf (fitxer, "%le %le %le\n", b, d, ( *f ) ( b, d ));

z (a+b) /2.
t (c+d) /2
esgb = trapezi ( f, a,z,c,t );
esqa = trapezi ( f, a, z,t, d );
dreta= trapezi (f, z, b, t, d);
dretb= trapezi(f, z, b, c, t);
suma= esqb+ dreta+ esqatdretb;

L]

if ( fabs ( suma - sum ) <= 3*eps ) {
adap = suma+((suma-sum)/3.);
return ( adap );
}
adap = adapTrapezi ( £, a, z, c, t, eps / 4., esqb) + adapTrapezi ( f, a, z,
t, d, eps / 4., esqa) + adapTrapezi ( f, z, b, t, d, eps / 4., dreta) +
adapTrapezi ( f, z, b, ¢, t, eps / 4., dretb);
return ( adap );

}

double trapezi ( double ( *f ) ( double, double ), double a, double b, double
c, double d ) {
double trap;
trap = ( ( *f ) (a, c) + (*xf) (a,d) + (*xf) (b,c)+ (*xf) (b,d))
* (b-a)/ 2. *(d-c)/2.;
it+=4;
return ( trap );

8.2 Simpson adaptatiu

int it=0;

FILE* fitxer;

double f1 ( double x, double y );

double simpson ( double ( *f1 ) ( double, double ), double a, double c, double
d, double f);

double adapSimpson ( double ( *f1 ) ( double, double ), double a,double c,
double d, double f, double eps, double sum);

int main ( void ) {

33



double a,c, d, f, eps, simp, adap, error;

fitxer= fopen("puntss", "wt");

printf ( "doneu els valors a, ¢ = \n" );

scanf ( "}%1f %1f", &a, &c);

if(a>=c ){
printf("valors incorrectes, es requereix a<c \n");
return 0;

}

printf ( "doneu els valors d, f = \n" );

scanf ( "J1f %1f", &d, &f );

if (@>=£){
printf("valors incorrectes, es requereix d<f \n");
return 0;

}

printf ( "doneu tolerancia eps = \n" );
scanf ( "%1f", &eps );

simp = simpson ( f1, a, c, d, £ );
adap adapSimpson ( f1, a, c, d, f, eps, simp);

printf ( "Al aproximar el valor de la integral de sin(x+y) al rectangle (a,
c) = (%23.16e, %23.16e)x (d, f) = (%23.15e, %23.15e) \n", a, c, d,f );

printf ( "usant Simpson Adaptatiu amb tol=%23.15e obtenim el valor = %23.15e
\n", eps, adap );

fclose(fitxer);

error= adap-(-sin(4)+2*sin(3)-sin(2));
printf ("Amb un error de: J%le\n", error);
printf("la funcio s’ha avaluat %d vegades\n", it);

return O;

}

double adapSimpson ( double ( *f1 ) ( double, double), double a,double c,
double d, double f, double eps, double sum) {
double esqa, esqgb, dreta, dretb, adap, suma, b, e;

b= (a+c)/2.;

e=(d+£)/2.;

fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", a, d, ( *f1 ) (a, d ));
fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", a, e, ( *f1 ) ( a, e ));
fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", a, f, ( *f1 ) (Ca, £ ));
fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", b, d, ( *f1 ) (b, d ));
fprintf (fitxer, "%le %le %le\n", b, e, ( *f1 ) ( b, e ));
fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", b, £, ( *f1 ) (b, £ ));
fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", c, d, ( *f1 ) (c, d ));
fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", c, e, ( *f1 ) (c, e ));
fprintf (fitxer, "Yle %le %le\n", c, £, ( *f1 ) (Cc, £ ));

w
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esqgb = simpson ( f1, a, b, d, e );
esqa = simpson ( f1, a, b, e, £ );
dreta= simpson ( f1, b, c, e, £ );
dretb= simpson ( f1, b, c, d, e);

suma= esqb + esqa + dreta + dretb;

if ( fabs ( suma - sum ) <= 15%eps ) {
adap = suma+ (suma-sum)/15.;
return ( adap );
}
adap = adapSimpson ( f1, a, b, d, e, eps/4. , esqb) + adapSimpson ( f1, a, b,
e, f, eps/4., esqa) + adapSimpson ( f1, b, c, e, f, eps/4., dreta) +
adapSimpson ( f1, b, ¢, d, e, eps/4., dretb);
return ( adap );

}

double simpson ( double ( *f1 ) ( double, double ), double a, double c, double
d, double f ) {
double sim, b, e;

b= (at+c)/2.;
e=(d+f)/2.;

sim = ( ( xf1 ) (a, d )+ 4x(( *f1 ) ( b,d )+ ( *f1 ) (c,d ) + 4x(( *f1 ) (
a,e )) + 16%(( *f1 ) ( b,e )) + 4x(( *f1 ) (c,e)) + ( *f1 ) ( a,f )+
4x(( *xf1 ) (b,f D) + ( *£1 ) (c,f ) ) * (c-a)/ 18. *(£-d)/2.;

it+=9;
return ( sim );

8.3 Trapezis i Simpson compostos

int ittrap=0, itsim=0;

double f ( double x, double y );

double trapezi ( double ( *f ) ( double, double ), double x, double y, double
z, double t, int n, int k);

double simpson(double(*f) (double, double), double a, double b, double c, double
d, int n, int k);

int main ( void ) {
double a, b,c, d, trap, sim;

int n, k;

double valor, errort, errors;
valor= -sin(4)+2*sin(3)-sin(2);

printf ( "doneu interval (a, b) = \n" );
scanf ( "%1f %1f", &a, &b );
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printf ( "doneu interval (c, d) = \n" );
scanf ( "%1f %1f", &c, &d );

printf ( "doneu el nombre de nodes n en (a,b)= \n" );
scanf ( "%d", &n );

printf ( "doneu el nombre de nodes k en (c,d)= \n" );
scanf ( "%d", &k );

trap = trapezi ( f, a, b, ¢, d, n, k );
sim= simpson(f, a, b, ¢, d, n, k);
errort= fabs(valor-trap);

errors= fabs(valor- sim);

printf ( "Al aproximar el valor de la integral de sin(x+y) al rectangle (a,
b) = (%23.15e, %23.15e)x(c, d) = (%23.15e, %23.15e) \n", a, b, c,d );

printf ( "usant Trapezis Compost obtenim el valor = %23.15e\n", trap);

printf ("amb un error de %le\n", errort);

printf("amb un total de %d avaluacions\n",ittrap);

printf ("usant Trapezis Compost obtenim el valor = %23.15e \n", sim);

printf("amb un error de %le\n", errors);

printf("amb un total de %d avaluacions\n",itsim);

return O;

double trapezi ( double ( *f ) ( double, double ), double a, double b, double

}

c, double d, int n, int k ) {
double trap=0, hl, h2;

int i, j;
hi= (b-a)/n;
h2= (d-c)/n;

for(i=1; i<n+1; i++){
for(j=1; j<nt+il; j++){
trapt= (( *f ) ( a+(i-1)*h1, c+(j-1)*h2 )+( *f ) ( a+(i-1)*h1, c+(j)*h2
Y+ *f ) (a+(i)*hl, c+(j-1)*h2 )+( *f ) ( a+(i)*hl, c+(j)*h2 ));
ittrap+=4;

}

}
trap*=(h1*h2)/4.;

return ( trap );

double simpson(double(*f) (double, double), double a, double b, double c, double

d, int n, int k){
double sim=0, hl, h2;
int i, j;
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hi=(b-a)/n;
h2= (d-c)/n;

for(i=0; i<n+1; i++){
for(j=0; j<n+1; j++){
itsim+=1;
if (i==0 && j==0){
sim+= ((xf)(a,c));

}
if (i==0 && j!=0){
if (j==k){
sim+= (xf) (a,d);
Yelse{
if (j%2==0){
simt= 2x((*f) (a, c+j*h2));
Yelse{
sim+= 4x((*f) (a, c+j*h2));
}
3
}
if(i1=0 && j==0){
if (i==n){
sim+= (*f) (b,c);
Yelseq{
if (i%2==0){
sim+= 2% ((*f) (a+i*hl, c));
Yelse{
sim+= 4% ((*f) (a+i*hl, c));
}
}
}

if(i'=0 && j'=0){
if (i==n && j==k){
sim+= (*f) (b,d);
}
if (i==n && j!=k){
if (j%2==0)1{
sim+= 2x((*f) (b, c+j*h2));
Yelse{
sim+= 4% ((*£) (b, c+j*h2));
}
}
if(il=n && j==k){
if (i%2==0)1{
sim+= 2*x((xf) (a+i*hl, d));
}elsed{
sim+= 4x((*f) (a+i*hl, d));
}
}
if(i'=n && j'=k){
if (1%2!=0 && j%2!'=0){
sim+= 16*((*f) (a+i*hl, c+j*h2));
}
if (i%2==0 && j%2!=0){
sim+= 8x((xf) (a+ixhl, c+j*h2));

37



}
if (i%2!=0 && j%2==0){

sim+= 8% ((*f) (a+i*hl, c+j*h2));
}
if (1%2==0 && j%2==0){

sim+= 4x((*f) (a+i*hl, c+j*h2));
}

}
}
simx= (h2+*h1)/9.;
return sim;

\subsection{Polinomi interpolador de Lagrange}
\begin{lstlisting}
double func(int i, int j, double **mat, double x, double y, int n);
int main ( void ) {
int n, i, j;
double **mat;
FILE* file;

double x, y, res=0, error;

printf("Dona’m la dimensio n de la matriu\n");
scanf ("%d", &n);

printf("Dona’m el punt x,y per avaluar\n");
scanf ("/le %le", &x, &y);

mat=(double**)malloc (n*sizeof (double*));
for(i=0; i<n; i++){

mat [i]=(double*)malloc(n*sizeof (double));
}

file= fopen("input", "r");
for(i=0; i<n; i++){
for(j=0; j<mn; j++){
if ('fscanf(file, "%le", &mat[i][j1)){

printf ("input incorrecte\n");
return O;

}

for(i=1; i<mn; i++){
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for(j=1; j<n; j++){
res+= mat[i] [j]1*func(i,j, mat, x, y, n);
}
}

error= fabs(res-sin(x+y));
printf ("El valor en interpolar en el punt (%le, %le) es %le \n", x, y, res);
printf("amb un error de %le \n", error);

fclose(file);
return O;

}
double func(int i, int j, double **mat, double x, double y, int n){

double res=1;
double 1x, 1ly;
int z;

for(z=1; z<n; z++){
if(z!=i){
1x= (x-mat[z] [0])/(mat[i] [0]-mat [z] [0]);
res=resx1x;

}

if (z1=)1{
ly= (y-mat[0] [z])/(mat[0] [j]-mat[0] [z]);
res= resx*ly;

}

return res;

8.4 Interpolacié6 triangle rectangle

FILE *xfitxer;

double f ( double x, double y );

double trapezi ( double ( *f ) ( double, double ), double a, double b, double
c, double d);

int main ( void ) {
double a, b,c, d, eps, trap=0, error;
int it=0;
int cont=0;
int it2=0;

fitxer= fopen("punts avaluats", "wt");

printf ( "doneu el vertex inferior esquerra (a, c) = \n" );
scanf ( "%1f %1f", &a, &c );
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printf ( "doneu el vertex inferior dret(b, c) = \n" );
scanf ( "%1f %1f", &b, &c );

printf ( "doneu el vertex superior(a, d) = \n" );
scanf ( "%1f %1f", &a, &d );

printf ( "doneu tolerancia eps = \n" );
scanf ( "%1f", &eps );

while(c+(it+1)*eps< d){

while((a+(it2+1)*eps)<(a+(ct+(it+1)*eps-d)*(b-a)/(c-d))){
trap+= trapezi(f, (a+it2*eps), a+(it2+1)*eps, c+it*eps, c+(it+1)*eps);
it2+=1;
cont+=1;

}

it2=0;

it+=1;

}
error= trap-(sin(1)-cos(1));

printf ("L’aproximacio de la integral de la funcio sobre el triangles es Jle
i s’han fet un total de %d subdivisions\n", trap, cont);
printf("L’error es: %le\n", error);

fclose(fitxer);
return O;

double trapezi ( double ( *f ) ( double, double ), double a, double b, double
c, double d) {

double trap;

if (c<0.5){
fprintf(fitxer, "Jle %le\n", a, c);
fprintf (fitxer, "%le %le\n", a, d);
fprintf (fitxer, "%le %le\n", b, c);
fprintf (fitxer, "%le %le\n", b, d);
}
trap = ( ( *f ) (a, c) + (*f) (a,d) + (*xf) (b,c) + (*xf) (b,d))
* (b-a)/ 2. *(d-c)/2.;
return ( trap );
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8.5 Interficie grafica (Java)

Observacié 1 En el segiient codi java, a la classe IntegraciéNumerica per tema d’espai,
s’ha obviat la implementacié dels botons, que sén de l'estil:

private void jButtonXActionPerformed(java.awt.event.ActionEvent evt) {
String str= this.jOperacio.getText();
str+="x";
this. jOperacio.setText(str);

Observacié 2 El codi esta organitzat en tres classes. La classe Error, que s’encarrega de
mostrar un missatge d’error quan ’'usuari introdueix un input incorrecte. La classe inte-
gracié, que conté el codi de Trapezis adaptatius. I per ultim, la classe IntegraciéNumerica,
que conté el codi de la interficie grafica.

package integracio;

/ *%

*

* Q@author Vidal
*/

public class Error extends javax.swing.JDialog {

String error;

/ k%

* Creates new form Error

*/

public Error(java.awt.Frame parent, boolean modal, String error) {
super (parent, modal);
this.error= error;

initComponents() ;
this.jTextFieldl.setText (this.error);

private void jButtonACCEPTActionPerformed(java.awt.event.ActionEvent evt) {
this.dispose();
}

VAT
* @param args the command line arguments

*/

// Variables declaration - do not modify
private javax.swing.JButton jButtonACCEPT;
private javax.swing.JLabel jLabell;

private javax.swing.JTextField jTextFieldl;
// End of variables declaration

package integracio;

41



import org.mariuszgromada.math.mxparser.*;

/%%

*

* Qauthor Vidal
*/

public class Integracio {

private String s;
private Function f;
private double a, b, c, d, eps;

public Integracio(String s, double a, double b, double c, double d, double
eps){
this.s=s;
this.a=a;
this.b=b;
this.c=c;
this.d=d;
this.eps=eps;
this.f= new Function("f(x,y)="+s);

public double main(){

double trap, adap;
trap = trapezi ( a, b, ¢, d );
adap = adapTrapezi ( a, b, c, d, eps, trap );

return adap;

}

double adapTrapezi ( double a, double b,double c, double d, double eps,
double sum ) {

double esqa, esqgb, dreta, dretb, z, t, adap;

z=(Ca+b)/ 2.;

t=Cc+d) /2.

esgb = trapezi ( a,z,c,t );

esqa = trapezi ( a, z,t, d );

dreta= trapezi (z, b, t, d);

dretb= trapezi( z, b, c, t);

if ( Math.abs ( esqgb + dreta + esqa + dretb - sum ) <= eps ) {
adap = esqgb + dreta + esqa + dretb;
return ( adap );

}

adap = adapTrapezi ( a, z, ¢, t, eps / 4., esqb ) + adapTrapezi ( a, z, t, d,
eps / 4., esqa ) + adapTrapezi ( z, b, t, d, eps / 4., dreta ) +
adapTrapezi ( z, b, ¢, t, eps / 4., dretb );

return ( adap );

}

public double trapezi ( double a, double b, double c, double d ) {
double trap;
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trap=
(f.calculate(a,c)+f.calculate(a,d)+f.calculate(b,c)+f.calculate(b,d))*(b-a)/
2. x(d-c)/2.;
return ( trap );

package integracio;

import java.awt.Color;

import java.awt.Container;
import java.awt.Font;

import java.awt.Graphics;
import java.io.File;

import java.io.IOException;
import javax.imageio.ImageIO;
import javax.swing.Imagelcon;
import javax.swing.JLabel;

/ *%

*

* Q@author Vidal
*/

public class IntegracioNumerica extends javax.swing.JFrame {

/**
* Creates new form IntegracioNumerica
*/
public IntegracioNumerica() {
initComponents () ;
this.setTitle("INTEGRACIO NUMERICA");

Container c¢ = this.getContentPane();
c.setBackground (new java.awt.Color(204, 166, 166));

this. jButtonNC.setEnabled(false);

private void jButtonDELActionPerformed(java.awt.event.ActionEvent evt) {
this. jOperacio.setText("");
}

private void jButtonXActionPerformed(java.awt.event.ActionEvent evt) {
String str= this.jOperacio.getText();
str+="x";
this. jOperacio.setText(str);

}

private void jButtonACActionPerformed(java.awt.event.ActionEvent evt) {
String str= this.jOperacio.getText();
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if (str != null &% str.length() > 0 ) {

str = str.substring(0, str.length() - 1);
}
this. jOperacio.setText(str);

private void jButtonOkActionPerformed(java.awt.event.ActionEvent evt) {
String s= this.jOperacio.getText();
if (s.equals("")){
Error e = new Error(this,true, "Introdueix una operacio");
e.setTitle("Excepcio");
e.pack();
e.setVisible(true);
return;
}
String a = this.jTextFielda.getText();
String b = this.jTextFieldb.getText();
String c = this.jTextFieldc.getText();
String d = this.jTextFieldd.getText();
String eps = this. jTextFieldeps.getText();
try{
double valuea = Double.parseDouble(a);
double valueb = Double.parseDouble(b);
double valuec = Double.parseDouble(c);
double valued = Double.parseDouble(d);
double valueeps = Double.parseDouble(eps);
Integracio integracio= new Integracio(s, valuea, valueb, valuec,
valued, valueeps);
double res= integracio.main();
String resultat= String.value0Of (res);
this.jTextFieldRES.setText (resultat);
this. jButtonNC.setEnabled(true);
}catch(Exception e){
String ex= e.getMessage();
Error error = new Error(this,true, ex);
error.setTitle("Excepcio");
error.pack();
error.setVisible(true);

}

private void jButtonNCActionPerformed(java.awt.event.ActionEvent evt) {
this. jButtonNC.setEnabled(false);
this.jTextFieldRES.setText ("");
this.jTextFielda.setText("");
this.jTextFieldb.setText("");
this.jTextFieldc.setText("");
this.jTextFieldd.setText("");
this.jTextFieldeps.setText ("");
this. jOperacio.setText("");
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